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Résune: La descriptionintuitive desopérationsgeonetriquespeutsefaire deplusieuss fagons: soitinformelle-
ment,soit mattematiquemengoit par un algorithme La premere vehiculel'intuition sous-jacent@uxopérations
maisnefournit ni rigueur, ni précision.Ceciestapport par un algorithmeou unedéfinitionmathematiquel’ap-
proche algorithmiqueestappréciée par les développeus, mais elle imposeune implantationtype De plus elle
renddifficile la compagisondesapprochesqui differentsouventsur desconfiguiationsparticulieres.L’approche
mattematiquegui consisteh décrire de manire sysématiqude résultatdesopérations,estplusabstrite. Elle n'a
doncpasle biais précédent.Cependantcesdéfinitionsnerefletentgéréralementpaslintuition desopérations,ce
qui lesrendsouvenbbscueset difficilesa manipulerpour desopérationscomplees.Surce constathouspropo-
sonsdedéfinir differemmentesopérationsgéonetriques Lesdéfinitionsrestentmattematiquesmaisontire parti
despropriétesdu mockle pour n’expliciter quele minimumde modificationsa effectuer De cettefagon, nousobte-
nonsun niveaude définitionplus abstmit véhiculanttoutel’intuition desopérationsetdu mockletopolagique Ce
résultata été obtenuen utilisant uneméthodede rétro-définition basesur I'utilisation despropriétesdu moctle
Nousavonsmere uneformalisationcompktedu moctle desn-G-carteset del’op ération de chanfreinage.

Mots-clés: Topologien-G-cartesabstractionspecificationsformelles,chanfreinage.

1 Intr oduction

En mocklisationa basetopologique,les objetssont repesengés en distinguantleur topologie, c’est-a-dire leur
décompositiorenvolumesfacesaréteset sommetsetleur géoneétrie,c’esta-direleur positionetleurformedans
I'espace.Dansce cadre,de nombreuxmodklesmatfematiquegpermettente repesenterune classeparticuliere
d’objets.Parexemple lescartesgéréraliseesdedimensiom [Lie91], oun-G-cartes mocélisentdesquasi-\ariétes
ouvertesou fermées,orientablesou non, et de dimensionquelconquePource faire, les n-G-cartesdisposente
proprietes que toute opérationde transformatiord’objets doit préserer. Usuellement)a définition d’opérations
géonetriquespeutsefairedetrois fagonsdifférentes

1. informellement Le plus souwentles descriptionsnformellessonttrésintuitives. Elles s’appuientsur des
exempleset décriventle résultatdesopérationssanspréciserla fagon de calculerce résultat. Malheureuse-
ment, ellessontsouventincompkteset imprécisesPar exemple,on dira d'une opérationde collageentre
deuxobjetsvolumiquesgu’elle identifie desfacesde chaquenbjet.

2. matfematiquement Par nature,les définitions matlematiquessontpréciseset en pratiqueelles sonttou-
jourscompktes Malheureusementes définitionsmattematiquesiesopérationstopologiquesonttrespeu
intuitives.Elles décriventle résultatde manieresysematique sansmémedifférencielles partiesdesobjets
modifiéesou non par les opérations Elles restentcependantelativementabstraitespuisqu’ellesdécrivent
le résultatet nonle mayendele calculer Par exemple,pour le collagede deuxvolumes,on poseracomme
préconditionquelesfacesaidentifier soientisomorpheset on décriracompktement’objet résultantde ce
collage.

3. algorithmiquement On expliguecommenteffectuereffectivement’opération.Cetteapprocheestappéciee
parlesdéveloppeursmaiselle imposeuneimplantationtype. En effet, pourécrireréellement’algorithme,
il estnécessairele s’appuyersur la structurede donréesréellementutilisée. Si cettestructurechangeJa
définition n’estplusvalable Parexemple si un objetestrepresené commeuneliste d’arétediéesentreelles
pardesrelationsd’adjacenceun algorithmepourI'op érationde collagepourraétrebas surle parcoursde
la liste desarétescomposanthacundesobjetsa coller et surlidentification desarétesa coller.

Définir informellementune opérationoffre I'avantagede présenterintuitivementce que doit faire I'opération,
mais cetteapprochen’apporteni rigueur, ni précision.L utilisation d’un algorithmepallie cesproblemes,mais
déependtrop del'implantation. Elle renddoncimpossiblela comparaisoresapprochesjui differentsouventsur
desconfigurationsparticulieres.Une définition mathematiqueest rigoureuse préciseet ne tient pascomptede
I'implantation. Elle sembledoncla plus adapée pour définir une opérationgéonétrique. Cependantelle a le
désaantagede ne véhiculeraucundntuition liéeaumodkle manipuk.



Partantde ce constathousproposongie définir differemmentes opérationsgéonétriquesLes définitionsrestent
mattematiquesmaison tire parti desproprietesdu modele pour n’expliciter quele minimumde modificationsa

effectuer Certainesnodificationsimplicites decoulentalors desproprietesdu modele. On obtientde cettefagn

desdéfinitions matrematiqueplus abstraitegjue celleshabituellemenpropofes,qui sontexhaustves,souwvent
obscuret difficiles a manipuler Cetteapprochepermetde formaliserfidelementles descriptionsntuitivesdes
opérationsgéonetriquesEllessontdoncplusfacilesa écrireetont moinsderisqued’étreerrorées.

L'obtentionde cesnouwellesdéfinitionsplus abstraite®t plusintuitives,découled’une étudecompktede forma-
lisationmeréeal'aide dulangagede specificationalgébriqueCasL [CAS00,Mos99 BMO0Q]. Celangagedispose
d’'un grandpouwir d’expressionqui permetde formaliserl’ensembledesconceptsopologiqueset d'utiliser un
syntae tresprochedesnotationsmatfématiquesabituellesNéanmoinsafin de nousconcentreisurla méthode
derétroconceptiompropoge,nousprésentonsosdéfinitionsabstraitesousla forme matrematiquaisuelleet non
leursspecificationsqui peuwentétreconsuleesdans[LA GB01, LAO1].

Danscet article, nous nousintéressonsu mockle desn-G-cartes[Lie89, Lie91], a sesopérationsde baseet
a desopérationsplus complexestelles que le chanfreinagdEIt94]. Nouscommenons par présentele mockle
desn-G-cartesainsi quel’opérationde basede couture.Cetteopérationnousserta introduire notre méthodede
rétroconceptiomuenousappliquonsensuitesurl'op érationde chanfreinage.

2 Cartesgénréraliseeset rétroconception

Nous présentonsilanscette sectionle mocele topologiquedesn-G-cartes,ainsi que I'op érationde couturequi
permetde coller deuxobjetsde mémedimensionentreeux.

2.1 Cartesgeénréraliseesde dimensionn

Unecartegéréraliededimensionn oun-G-carteestun modele définissanta topologied’une subdvision d’es-
pacede dimensiomn. Ce mockle estun mockle ordonre qui estdéfini a partir d'un type uniqued’ élementsabs-
traits, les brins, sur lesquelssont définis desrelationsd’adjacencell permetde repiésenterdes quasi-ariétes
orientableu nonde dimensiom enfournissanunedéfinition homogneatouteslesdimensionsAvantd'intro-

duirela définition matrematiquedesn-G-cartesprésentongesintuitivementen decomposansuccessiementies
differentescellulesd’un objet (voir figure 1). Les brins sontreprésenésvisuellementpar dessegmentsou demi-
arétes.Les liens entrebrins sontmodelises matlematiquemenpar desapplicationsayantla propriete d'étredes
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R

A B

FiG. 1 - Décompositiord’'un objet2D enunensembl@lebrins.

Consiceronsl'objet géonétrique2D dela figure 1—A. A la figure 1-B, le mémeobjetestdécompoé de fagon
a mettre en évidenceles relationsd’adjacenceentreles facesle composantA la figure 1-C, on poursuitla
decompositionde I'objet initial en décomposanthaquefaceen objetsde dimensioninférieure,c’est-a-dire en
desarétesliéesparleursrelationsd’adjacenceEnfin, a la figure 1— D, chaquearéte estdécouppeen deuxdemi-
arétesqui represententesbrins. Pourretrouver totalement’objet initial a partir desbrins, il restea reporterles
différenteselationsd’adjacenceurcesélementsfin deretrouverlesarétesJesfacespuisl’objet initial toutentier
(voir figure2— A). On dénotelesarétesenindiquantunerelationentredeuxbrins. Cetterelationestuneinvolution
notée ay, car elle relie desbrins appartenana dessommetdifférents,c’est-a-dire desentites de dimension0.

1Une applicationf : D — D estuneinvolution si et seulemensi pour tout élémentz appartenank D, onazf2 = z, ol f2 estla
compositionde f par f.



Lesfacessontreconstruitegnintroduisant’in volution a; quirelie deuxbrinsappartenana desarétesdifférentes
(dimensionl). Enfin, I'objet initial estcompktementdétermiré en reliant desbrins de deux facesdifférentes
(dimensior2) paraa.
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FiG. 2— Liaisonsetinvariantsdansune2-G-carte

Enrésung, chacunedesrelationsd’adjacenceestmodélisteparuneinvolution «; dontl'indice i correspondala
dimensionde la relationd’adjacencelLe fait d'utiliser desinvolutionsassureguesi un brin b; a pourimagepar
a; unbrin by, alorsl'image de by par «; estby, ce qui traduitun lien “physique” réciproqueentredeuxentites.
Cependantceci n'est passufisant pour garantirla cohesionde la repésentatiorde I'objet. Si nousreprenons
I'exemplede la figure 1 et que nousreportonsl’ensembledesrelationsd’adjacencedessusnous obtenonsla
representatiorde la figure 2— A. Pourobtenirce résultat,nousavonsrelié les facesadjacentese long de leurs
aretes.Commeuneareteestforméede deuxbrins,uneliaisonentredeuxfacesestconstitileede deuxliaisonsas.
CesliaisonsdoiventétrecoherentesCequi exclut I'objet dela figure2—C'. La contrainteutiliséeici estqueagas
soit uneinvolution. Ainsi, si lesarétesA; et A, sontdéfiniesrelatvementa uneface,on relie leursbrins par as
pourobtenirl’arétecompkte(voir figure 2— B). Cetypede contraintesegénréralisesimplementuxdimensions
superieuredLie91].

DEFINITION 1 (CARTE GENERALISEE) Une carte géréralisée de dimensionn, n>-1, ou n-G-carte, estune
algébre G=(D, ay, ..., ), 0U:

- D estunensemblalebrins, (C1)
- ag, - - -,y SONtdesinvolutions sur D tellesque: (C2)
Vi€ {0,...,n—2},Vj € {i+2, ...,n}, a;a; estuneinvolution. (Cs)

Silesdifferenteselluleg ont bienété misesen évidencdors de nosdeuxexemplesde construction)a définition
desn-G-cartesne s’appuiepassur unenotion explicite de cellules.Pourretrouver les cellulescomposantinen-
G-carte,il suffit deregrouperlesbrinsenfonctiondesdimensionglesliaisons.Cettenotionde famillesde brins
setraduitparla notiond’orbite .

DEFINITION 2 (ORBITE) Soitunen-G-carteG = (D, ayg,...,a,), Unbrin d € D et P un ensemblede m
permutationd {p1, ..., p, } surD. Onappelleorbite ded par rapporta P I'ensemble

{d'|3p) € P,...,3p), € P, avecd' = dp; ...p;} (onpeutavoir p; = p; pouri # j)
etonnotecetteorbite < py, ..., pm > (d).

L'orbite < p1, ..., pr > (d) peutétrevuecomme’ensembledesbrinsatteignables partirded parla composition
desfonctionspy, . .., pr. Lescellulessontdesorbitesparticulieres.

DEFINITION 3 (CELLULE) Soientunen-G-carteG = (D, ay, ..., @, ), unbrin d € D, etun entieri inférieur a
n. Lai-cellule contenantl estl'orbite < ag, ..., ¢;—1, Qit1, ..., n > (d).

Unei-cellule contenanun brin d estdoncconstitieede 'ensembledesbrins atteignables partir de d partoute
compositiond’involutions différentesde «;. L'involution «; relie entreellesdeuxcellulesde dimensioni. Elle
permetdoncde “passer’d’unei-cellulea savoisine.La figure 3 présentdesdifférentesellulesd’une 3-G-carte:

2Sommetsaretes facesyolumes getc.
3Unefonctionp estunepermutatiorsur'ensembleD si pourtoutbrind € D, il existeunentierk > 0 tel quedp® = d.



FiG. 3—Cartesdescellules.

enA, lesvolumesou 3-cellules; en B, lesfacesou 2-cellules; enC, lesarétesou 1-cellules; en D, lessommets
ou0-cellules.

2.2 Couture etrétroconception
L'opérationde coutureestune opérationde basequi permetde coller deux objetsde mémedimensiort. Nous

introduisonssadescriptioninformelle puis nousprésentonsadéfinition mattématiqueclassiquepour finalement
détaillernotreapproche.

2.2.1 Description informelle

FIG. 4 — Coutue dedeuxcubede longd’'uneface

Consiceronsdeuxcubesquel’on veutcollerle longd’'uneface(voir figure4). Naturellementpn souhaitedésigner
les deux facesa coller ensembleEn I'occurrence,les facesgriseesde la figure 4—A. Commenous utilisons
le mockle desn-G-cartes,celarevient simplementa désignerdeuxbrins d et d’ qui appartiennena cesdeux
faceset serontliésparla couture(voir figure 4— B). Puisquenousvoulonscoller deuxvolumes,lesbrinsd etd’
serontcoususparas, ainsiquetouslesautresbrinsdesdeuxfaces(voir figure 4—C'). Nousobtenonsainsil'objet
géonetriquedela figure4—D. Notonsqu’unepréconditionde cetteopérationestquelesbrins désigresne soient
pasdéja coususparas. C'estle casici, etondiraqued etd’ sont3-libres.
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Fic. 5—Commentcoudredeuxfacesesnsemble.

Du faitdesproprietesdesn-G-cartes|a désignatiordedeuxbrinsetd’unedimensiorsufiit adétermineta couture.
En effet, attardons-nousurles brins desdeuxfacesa coller (voir figure5). A la figure5— A4, le lien parasz entre

4D’un pointdevuegéorretrique,'opérationde couturecorrespond I'opérationclassiqued’identificationd’arétesen B-Rep.




lesdeuxbrinsd etd' estétabli.Le fait qued etd’ soientliésparas imposequelesbrinsdag etd'ag soientaussi
liésparas pourassureta propriete queagas estuneinvolution (voir figure 5— B). De méme lesdeuxbrinsdo;

etd'a; doiventétreliésparas pourassurequea; as estuneinvolution (voir figure 5—C). Par propagationtous
les brins desdeuxfacesdoivent aussiétreliés par a3 pour obtenirune 3-G-cartecohérente(voir figure 5— D).

Notonsquesi lesdeuxfacesn’avaientpasété “identiques”,il n'auraitpaséte possiblede présererles proprietes
dumockle.

La descriptionintuitive de 'opérationde couturese resumedonc simplementa dire quel’on lie deuxbrins en-
sembleLesautredienssontimposespardesproprietesdu mockle.

2.2.2 Définition mathématiquede la couture

Usuellementune opérationestdéfinie de maniere constructve soit par une définition matrématique soit par un
algorithme.Dansle mockle desn-G-carteses définitions mathematiquesexistantesenunerentl’ensembledes
brinsetdesliensdu nouel objet. Cesdéfinitionsnetraduisentoncpasdirectement’intuition. Par exemple,une
définition mattematiquedela couture[EIt94] est:

DEFINITION 4 (COUTURE) Soientunen-G-carteG = (D, ag, ..., ), deuxbrinsd,d’ € D, i < n unentier

naturel et unisomorphismele< ay, ..., a; 2, Qit2,-- ., an > (d) dans< ag, . .., Qi 2, Qit2,.- -, an > (d')
tel quey(d) = d'. Nousdéfinissonda n-G-carteG' = (D', oy, ..., a),) par:
1.D'=D

2. VJJOSJ Snaj#iaa;' = Qaj

(e) Sie €< g, ..., Qi—2,Qita, .-, an > (d)  (3.1)
3.di(e) =< ¢ l(e) sie€<ag,...,qi—2,Qit2,...,an > (d') (3.2)
a;(e)  sinon. (3.3)

G’ estla n-G-carterésultantdela i-couture ded etd’ dansG.

Danscettedéfinition, la notiond’isomorphismeutiliséeestdéfiniecommesuit.

DEFINITION 5 (ISOMORPHISME DANS UNE n-G-CARTE) Soientunen-G-carteG = (D, ay, - . ., ap) €tunsous-
ensembld = {a},...,a}} de{ao,...,a,}. Etantdonrésdeuxbrinsd etd' de D, unefonctiony : D — D
réaliseunisomorphimede < I > (d) sur< I > (d') si etseulemensi

1. p réaliseunebijectionde< I > (d) sur< I > (d');
2. pourtouteinvolutiona; € I, pourtoutbrin d; de< I > (d),ona

diap = dypas;.

La définition 4 mérite quelquesxplications:

— l'isomorphismep de< ay, ..., ®i—2, Qit2, ..., 0y > (d) dans< ag,...,Qi—2, Ay, ..., 0, > (d') permet
dereprésentetesnouveauxliensajoutsparla couture Le choix de cesdeuxorbitesestcompiéhensiblesi I'on
sesouvientdescontrainteségissante modeledesn-G-cartesEn particulier a;a; estuneinvolution pourtout
0 <i+1 < j < n.Puisqued etd’ sontcoususpar e, il estnécessairele coudreaussilesbrinsda; etd' o
para; pourtoutj € {0,1,...,7i—2,i+2,...,n} afind’assurercettecontrainte Par propagationtouslesbrins
desdeuxorbitessetrouventdoncliéspar ;.

— lespoints(2) et (3.3) dela figure 4 indiquentquelssontlesliens qui resteninchanges.

— lespoints(3.1)et(3.2)introduisentesnouveauxiens.Le point(3.2) assureguela fonctiona; estuneinvolution.

Pourconcluresurcettedéfinition, on peutremarquenqu’elle nes’appuiepassurlesproprietesdesn-G-cartegpour

définir implicitementla nouwelle n-G-cartemais qu’elle énunerela totalite desélementscomposanta nouwelle

n-G-carte.

2.2.3 Rétro-définition

La définition matkematiqued fournit unedescriptionexhaustve et sysematiquede la couture.Par contreelle ne
retranscritpasl’intuition véhicuke par la définition informelle qui estquel’'on n’explicite quele lien entreles



deuxbrins désigrées par I'utilisateur et gu’on laisse“travailler” les proprietesdu mocele. Nous nousproposons
d’apporterala fois rigueuretintuition enfournissanunedéfinition matrematiqueabstraiteauseindelaquelleon
caracerisecompktemente résultatde'op érationtout enexplicitantle minimumde changements.
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FIG. 6 —Le principed’inclusionentren-G-cartes.

Informellement,la couturede deuxbrinsd et d’ par «; dansunen-G-carteimplique que les brins desorbites
< Oy ey M2, Uity -« > (d) €< Q..+, @2, Q1a, . ..,y > (d) SONtobligatoirementoususcor-
rectementpour valider les proprietes du mockle. Cette explication informelle de la couturereposesur un fait
implicite importantqui estque les seulesmodificationseffectueessur la n-G-carteinitiale sontle lien explicité
entred etd' etlesliensrésultanidecelien poursatishirelesproprietesdu mockle. End’autrestermesaucunlien
suppEmentairan’a été effectug, etaucunbrin n’a ét€ ajout ou supprine. Pourdéfinir rigoureusementettenotion
de changementinimum,nousintroduisonde principed’inclusionentren-G-cartes.

DEFINITION 6 (INCLUSION ENTRE n-G-CARTES) Unen-G-carteG = (D, ay, ..., a,) estincluse dansune
n-G-carteG' = (D', ay, - . ., a},) Sietseulemensi

— D estunsous-ensembide D',

— pourtousbrinsd; etds de D telsqued; # da, Sidia; = da, @ € [0,n], alorsd; o = ds.

Ainsi le passagal’'une n-G-cartea une autre par inclusion, consistea ajouterdesbrins et/ou desliens. Dans
'exemplede la figure 6, le passagale G; a G, sefait en ajoutantles brins du triangle et leursliaisons, et le
passagele G, & G3 sefait enliant le caré au triangle. Dansle modele desn-G-cartes/es brins i-libres sont
repesenésparun point fixe del'in volution a;. Commel'indique la définition 6, seuledes liaisonsde cespoints
fixessontsusceptiblesle changemparinclusion.A I'aide dela notion d’inclusion, nousredéfinissonda couture
commesuit.

DEFINITION 7 (COUTURE) Soientunen-G-carteG = (D, ag, ..., ), Un entiernaturel i < n et deuxbrins
i-libresd,d’ € D. Lapluspetiten-G-carteG' = (D', o, ..., o}, telleque

1.GCq@
2. doj=4d
estla n-G-carterésultantdela i-couture ded etd’ dansG.

Commela n-G-carteobtenuecontientla n-G-carteinitiale, nousconserenstouslesbrinsetliensprésentavantla
couture Le fait quelesdeuxbrinsdésigréssoientliésdansa nouwelle n-G-carteassurenonseulemenla présence
decelien maisaussicelledetouslesliensnécessairea la cohérencedesn-G-cartede long del'orbite acequate.
Enfin,commenousconsiceronda pluspetiten-G-cartecontenanta n-G-carteinitiale G ettelle quelesdeuxbrins
désigresd et d’ sontcoususpar «;, nousassurongjueles seulesdifferencesntrela n-G-carteobtenueet la n-
G-carteG sontduesa la propagatiordesinvariants L 'existencede cetten-G-cartepeutfacilement@tre prouvee.
A titre d’exemple,consiceronsla figure 7. En A, nousavonsl’'objet initial surlequelestmarialist la liaison par
as aeffectuerentred etd'. En ' étatactuel,ce n’estdoncpasune2-G-carte.En B, la 2-G-carterésultantde la
coutureded etd' parasy contientseulementineliaisonsuppEmentairepara,. La présencele cetteliaisonestla
congquencemmédiatedela préserationdesinvariantsdu modele: commed etd’ sontliésparas, lesbrinsdag
etd'ag doivent!’ étreaussipour assurelqueagas estuneinvolution. En C, une2-G-carteou la 2-coutureentre
d etd' aéte effectueecorrectementnaisqui contientdesbrins et desliaisonssuppEmentairesDe tels objetsont
évitéesenne conserantquela plus petite2-G-carte.Enfin en D, la coutureestaussieffectueecorrectemeninais
la 2-G-carteinitiale a é tronquee,elle necontientdoncpasla 2-G-cartede départ.

5Une fagon simple de prouver I'existenceet 'unicité de cetten-G-carteestde montrerqu’elle estla plus petite n-G-cartevérifiant la
définition 6 dela couture.
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FIG. 7— Exempledecoutue.

Les définitions 6 et 7 ainsi que le mockle desn-G-carteset desopérationscommel'isomorphismeentre deux
orbites,ont touteséte formalistesen CAsL [LAGBO1]. Pluspréciement,c’estde cetravail de specificationque
déecoulenties définitionsprécddentesll enva de mémepourl’'opérationde chanfreinageuenousabordongans
la sectionsuivante.

3 Retroconceptiondu chanfreinage

Danscettesectionnousprésentonsout d’abordunedéfinitioninformelle du chanfreinaggourensuiteintroduire
notredéfinition abstraite.

3.1 Qu’'est-ceque le chanfreinage?

Prenond’exemplede la figure 8. En A, nousavonsla topologied’'un cubedont nouschanfreinond’aréte A et
le sommetS. Dansle casdu chanfreinagelu sommetS, on obtientunefacetriangulaire,carle sommetS était
initialementbordé partrois faces(voir figure 8— B) alorsquel’aréte A estrempla&e par unefacea deuxcotés
(voir figure8—C).

S
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FiG. 8— Exemplesie chanfreinage.

Plus géréralementétantdonrée une subdvision S de dimensionn, chanfreinerune de sescellules,notée C,
consistearemplacercettecellule parunecellulededimension: dontle nombredecellulesdedimensiom — 1 la
bordantestégalaunombrede cellulesdedimensiom incidentesa C.

Notonsdes a présentqu’en tant que définition informelle, la définition du chanfreinagedonrée précedemment
n’explicite pasce quesignifie le remplacemend’'une cellule paruneautre.En particuliercommentconnecte-t-on
la nouelle cellule au restede I'objet qui estrese inchang? L’ écritured’une définition matrématiqueou d’'un
algorithmepermetderépondrea cetype de questionendécrivantcompktemente résultat.

3.2 Deéfinition abstraite du chanfreinage

Commela couture,le chanfreinagea été défini mattematiquemenet de fagon exhaustve [EIt94]. Par soucide
concision,nousne donnonspascette définition ici pour nousconcentrersur notre approcheNous cherchons
identifierlesmodificationsexpliciteset cellesalaisselimpliciteslorsduchanfreinage’unecellule.Pourcela,nous
traduisonda définition informelle du chanfreinagalansle mockle desn-G-cartes Supposongjuel’on dispose
d'unen-G-carteG = (D, ay, - - -, a,) etd’unei-cellule C C G achanfreinerondoit :

1. construireunen-cellule C’ telle quele nombrede (n — 1)-celluleslui étantincidentessoit égalaunombre
den-cellulespréecédemmenincidentesa C.

2. remplaceta cellule C parla nouelle cellule C".



La premiereétapeconsistea construireunen-celluleapartir d’'unei-celluleenrespectantertainesontraintesur
le nombredecellulesincidentesCetteétapeesteffectueeenconsicerantla notionde cellule duale.

DEFINITION 8 (CELLULE DUALE) Soitunen-G-carteG = (D, ay,...,a,) telle quea; = id p, alorsla n-G-
carteG' = (D', oy, . .., ) définiepar :
- D'=D,

-Vde D, Vke[0,n], k#i
— Sik <, doj, = day,
- Sik > i, doj,_, = day,
estappekela n-G-carteduale deG. Elle a pour propriéte quea;, = id|pr.

Une i-cellule C inclusedansunen-G-carteG peutelle-memeétre consicerée commeune n-G-cartetelle que
a; =id. Graceala définition précgdentepn peutconstruirea partird’unei-cellule C, unen-celluledontle nombre
den — 1 cellulesincidentessoit égalaunombrede n-cellulesincidentesa C. Par exemple,ala figure9, la cellule
dualed’'un sommeten A estobtenueen B, lesliaisonsa; etas (qui onttouteslesdeuxunedimensiorsuperieure
a0, c'esta-direacelledela cellule consicerée)deviennentrespectrementdesliaisonsag eta;. La celluleduale
d'unearéteenC estdonréeen D. Uneareteestdedimensionl, lesliaisonsag restentdoncinchangesmaisles
liaisonsa, deviennentdesliaisonsa; . Cesdeuxexemplessonttraitesdansune2-G-carte.

FIG. 9 — Deuxexemplegle cellulesdualesdansune2-G-carte

Silacréationdelan-celluledualesefait aissmentjl fautmaintenanpouwir I'introduire dandan-G-carteinitiale.
Il vadesoiquecelanepeutsefaireenrempla@ntlittéralementa i-cellulea chanfreineparla n-celluleconstruite
précedemmensouspeinede ne paspaspouwir “recoller” la celluleaurestedela n-G-carte Il fautenfait éclater
lacellulededépart,construirda nouwellecelluleetlesrelierentreelles.C’estcequenousfaisonsavecla définition
suivantequi estcommenéejusteapres.

DEFINITION 9 (CHANFREINAGE) Soientunen-G-carteG = (D, ay, ..., a,) €tunei-cellule

C =< g,y Qi—1,Qit1, .-, > (d) deG. NousnotonsD; I'ensembledesbrins de C, et nousintroduisonda
famille (D;);¢[i+1,n) d’'ensembleslebrinstelsquepourtoutj € [i + 1,n],

- _D n Dj = @,

— pourtoutk € [i +1,n], k # j, D; N Dy =0,

— il existeunebijectiony? : D; — D;.

Nousconsiceronsen outre la n-G-carteéclage L = (DL, al, ..., aL) qui estla plus granden-G-carteincluse
dans@ ettelle queVd € D;, dal,, = d. Nousdéfinissonslors la n-G-cartechanfreinéel = (D, af, ..., al,)
commeda pluspetiten-G-cartecontenantl ettelle que:

1. D!=Du Uje[z'+1,n] D;

2. pourtoutd € D;, dat, | = dp't?

3. pourtoutd € D;, pourtoutk € [i,n — 1], dp*ay, | = dpF+!

4. la celluleformeedesbrins d'¢™ avecd’ € D;, estla celluledualedeC.
Lan-G-cartel estle résultatdu chanfreinage dela cellule C' dansla n-G-carteG.

Consiceronsla figure 10 ou un sommetC est chanfreiré dansune 2-G-carteG. Sur la ligne du haut, nous

representongd’objet danssa globalite, tandisque sur la ligne du bas,nouseffectuonsun zoomsur la cellule a

chanfreiner .

— En A, I'objet dedépartestrepeseng. A titre d’exemple,nousdétaillonslestransformationd éesaubrin d.

— EnB, lacelluleC estéclake,c’esta-direquel’ensembledesbrinsdela cellulesontdécousupara; . Le “trou”
ainsiformé permettrad’introduirela nouwelle facedualede C'. Notonsquec’estcetten-G-carte(et nonla n-G-
carteinitiale) qui estinclusedansla n-G-cartefinale. En effet, initialement(voir la figure 10-A4) le brin d estlié



asonvoisin, alorsqu’aufinal (voir la figure 10-F) il estliéaunautrebrin introduit ci-dessousCetten-G-carte
éclage(figure 10-B) estnotee L dansla définition 9 et estelle-memedéfiniecommeinclusedansla n-G-carte
dedépart(figure 10-A).

— En C, nousprésentonge traitementlocal au brin d. Pour ce brin on ajouteune chdne de deuxbrins dp! et
dy? telsqueda; = dy' etdplay = dp?. Cetraitementestdéfini parles points2 et 3 dela définition 9. Les
fonctionspi*!, ..., ¢" permettent’ajouteretdenommeriesnouveauxbrinsdansla n-G-carte.

— En D, nousprésentond’ajout dela chdane de brins pourtousles brinsdela cellule C. La nouwelle facecom-
menceainsiaprendreforme.

— En E, sontprésengesles couturesde la nouwelle face,qui estla dualedu sommetC' de départa chanfreiner
Cettefaceestconstitieedetouslesbrinsd’ ¢, introduitspourchaquebrin d’ du sommetde départ.On effectue
donclescouturesntresesbrinsselonla définition 8 qui estutiliseeaupoint4 dela définition 9.

— Le résultatde la figure 10— E n’est pasune 2-G-cartecar certainsliens manquentux niveauxdesbrins in-
termédiairesentrela cellule C et sacellule duale.Cesdernierliensrésultentenfait desproprietesdu modceleet
nesontdoncpasexplicites dansla définition 9. On obtientfinalemente résultatdela figure 10— F'.

Notonsqueplusla dimensionde la n-G-carteestélevée,plus le nombrede couturessffectueesimplicitementest

grand.

Nousproposonsinsiuneformalisationdirectede la définition intuitive du chanfreinageSeuledesimprécisions
dela descriptionintuitive ont &€ combEesenparticulierla maniredelier la nouwellefaceala cellulededépart.
Nousobtenonsinsiunedéfinition rigoureusecompketeetintuitive du chanfreinageBien entendula complexité

intrinsequede 'opérationde chanfreinagdransparét danssadéfinition. La définition 9 ne peutdonc pasétre
qualifieedeclaire etconcise Cependaniiesgainssurcespointsparrapportala définition précedemmenpropose
par H. ELTER [EIt94] sontsignificatifs.De plus, la proximité avec la descriptionintuitive de 'opérationen fait

uneréférencede correctionbeaucoupplussire.

FIG. 10— Arrondifermé d’'un sommetlansune3-G-carteplongée

3.3 Retombeéesalgorithmiques

Mémesi celapeutpardtre paradoxalla définition 9 adesretomleesalgorithmiquedirectes Enfait, larecherche
de criteresminimaux nous permetd’isoler un comportementocal a chaquebrin et le travail desinvariantsdu
mockle.Dansle casdela couture e traitementiocal estsimplementelier deuxbrinsensembletandisquepour
le chanfreinagel consisteaajouterunechdaneden —i brins.Ensuite Jesinvariantstravaillentdirectementiande
casdela coutureet sontamor@sparlesliaisonsdela celluledualedansle casdu chanfreinageA titre d’exemple,
I'algorithme de chanfreinagejue nousavonsimplant suit cettedémarche on parcourt’ensembledesbrins de
la cellule a chanfreinedansun ordrequelconque pour chaquebdrin d, on ajouteunechdneden — i brins; siles
brinsvoisinsde d dansla cellule a chanfreinersontdéja traités,on effectueles couturesde la cellule dualeet on
explicite la propagatiordesinvariantsdu modeleentred et sesvoisins.



Finalementnousobtenonaune définition mattematiquedu chanfreinage la fois plus abstraitequela définition
usuelle,maisaussiplus prochedesalgorithmeseffectivementmis en ceuvrequi sontlocaux. Obtenirde tels al-
gorithmesestimportantcarils permettende s’affranchir de I'ordre de parcoursdesobjetsen simplifiantla pro-
grammation,ls supprimentpresquetotalementles préconditionsen étantlocaux et non plus globauxet ils se
géreéralisenplusfacilementa desdimensiongjuelconques.

4 Conclusionet perspectves

Dansle cadrede la mocklisationgéonétriquea basetopologique,nousproposonaine nouwelle approchepour
définir matlematiquementesopérationsde transformationg€onetriquesdansle mockledesn-G-cartesLa des-
cription propog£e estbasge sur I'inclusion entren-G-carteset reposesur la recherchede criteresminimaux de
modification.

Un intérét majeurde notre approcheestd’obtenir desdéfinition matlematiquesplus prochedu niveauinformel
etdoncplusfacilesavalider. Ce point estimportantpour confererun degré de confianceplusfort a unenouelle
opérationgéomneétrique.En outre,nousavonsvu quel’ écrituredetellesdéfinitionsabstraitesnetenévidencedes
consicerationsd’ordre algorithmique.Les algorithmedocauxbasssurle parcoursd’'un ensemblede brins et le
traitementiocal de ceux-cisedéduisenplusfacilementde nosdéfinitionsou le traitementocal a chaquebrin est
identifie etles parcourssedéduisendesinvariantsdu mocele.

Nous avons déja appliglé notre approchesur des opérationstelles que I'extrusion et la triangulation,mais il
seraitintéressantle s'intéresser desopérationsplus complexescommele produit carésienou les opérations
booleennesEnoutre,il faudraittestemotreapprochesurd’autresmocklestopologiquesommelescartedCor75,
les chdnesde cartes[EL94], ou lesensemblesimpliciaux[Lan95. La mémedémarcheminimalistedoit y étre
applicablea conditionde changete criterede modificationminimaled’un objet.
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