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Résuḿe : La descriptionintuitivedesopérationsgéoḿetriquespeutsefairedeplusieurs façons: soit informelle-
ment,soitmath́ematiquement,soitpar unalgorithme. La premìerevéhiculel’intuition sous-jacenteauxopérations
maisnefournit ni rigueur, ni précision.Ceciestapport́epar unalgorithmeouunedéfinitionmath́ematique. L’ap-
proche algorithmiqueestappŕecíeepar les développeurs, maiselle imposeune implantationtype. De plus elle
renddifficile la comparaisondesapprochesqui diffèrentsouventsur desconfigurationsparticulières.L’approche
math́ematiquequi consistèa décriredemanìeresyst́ematiquele résultatdesopérations,estplusabstraite. Elle n’a
doncpasle biaispréćedent.Cependant,cesdéfinitionsnereflètentgéńeralementpasl’intuition desopérations,ce
qui lesrendsouventobscureset difficilesà manipulerpourdesopérationscomplexes.Surceconstat,nouspropo-
sonsdedéfinir différemmentlesopérationsgéoḿetriques.Lesdéfinitionsrestentmath́ematiques,maisontireparti
despropriét́esdumod̀elepourn’expliciter quele minimumdemodifications̀a effectuer. Decettefaçon,nousobte-
nonsun niveaudedéfinitionplusabstrait véhiculanttoutel’intuition desopérationsetdu mod̀eletopologique. Ce
résultata ét́e obtenuenutilisant uneméthodederétro-définitionbaśeesur l’utilisation despropriét́esdu mod̀ele.
Nousavonsmeńeuneformalisationcompl̀etedumod̀eledesn-G-carteset del’opérationdechanfreinage.

Mots-clés: Topologie,� -G-cartes,abstraction,sṕecificationsformelles,chanfreinage.

1 Intr oduction

En mod́elisationà basetopologique,les objetssont repŕesent́esen distinguantleur topologie,c’est-̀a-dire leur
décompositionenvolumes,faces,arêtesetsommets,et leurgéoḿetrie,c’est-̀a-direleurpositionet leurformedans
l’espace.Dansce cadre,de nombreuxmod̀elesmath́ematiquespermettentde repŕesenteruneclasseparticulìere
d’objets.Parexemple,lescartesgéńeraliséesdedimension� [Lie91], ou � -G-cartes, mod́elisentdesquasi-variét́es
ouvertesou fermées,orientablesou non,et de dimensionquelconque.Pource faire, les � -G-cartesdisposentde
propriét́esquetouteopérationde transformationd’objetsdoit préserver. Usuellement,la définition d’opérations
géoḿetriquespeutsefairedetrois façonsdifférentes:

1. informellement- Le plus souvent les descriptionsinformellessont trèsintuitives.Elles s’appuientsur des
exempleset décriventle résultatdesopérationssanspréciserla façon decalculercerésultat.Malheureuse-
ment,ellessontsouvent incompl̀eteset imprécises.Par exemple,on dira d’une opérationde collageentre
deuxobjetsvolumiques,qu’elle identifiedesfacesdechaqueobjet.

2. math́ematiquement- Par nature,les définitionsmath́ematiquessontpréciseset en pratiqueellessont tou-
jourscompl̀etes.Malheureusement,lesdéfinitionsmath́ematiquesdesopérationstopologiquessonttrèspeu
intuitives.Ellesdécriventle résultatdemanìeresyst́ematique,sansmêmedifférencierlespartiesdesobjets
modifiéesou nonpar les opérations.Elles restentcependantrelativementabstraites,puisqu’ellesdécrivent
le résultatet non le moyendele calculer. Par exemple,pour le collagededeuxvolumes,on poseracomme
préconditionquelesfaces̀a identifiersoientisomorphes,et on décriracompl̀etementl’objet résultantdece
collage.

3. algorithmiquement- Onexpliquecommenteffectuereffectivementl’opération.Cetteapprocheestappŕecíee
parlesdéveloppeurs,maiselle imposeuneimplantationtype.En effet, pourécrireréellementl’algorithme,
il estnécessairede s’appuyersur la structurede donńeesréellementutilisée.Si cettestructurechange,la
définitionn’estplusvalable.Parexemple,si unobjetestrepŕesent́ecommeunelisted’arêtesli éesentreelles
pardesrelationsd’adjacence,un algorithmepour l’opérationdecollagepourraêtrebaśe sur le parcoursde
la listedesarêtescomposantchacundesobjetsà coller et surl’identification desarêtesà coller.

Définir informellementune opérationoffre l’avantagede présenterintuitivementce que doit faire l’opération,
maiscetteapprochen’apporteni rigueur, ni précision.L’utilisation d’un algorithmepallie cesproblèmes,mais
dépendtrop de l’implantation.Elle renddoncimpossiblela comparaisondesapprochesqui diffèrentsouventsur
desconfigurationsparticulìeres.Une définition math́ematiqueest rigoureuse,préciseet ne tient pascomptede
l’implantation. Elle sembledonc la plus adapt́ee pour définir une opérationgéoḿetrique.Cependant,elle a le
désavantagedenevéhiculeraucuneintuition li éeaumod̀elemanipuĺe.



Partantdececonstat,nousproposonsdedéfinir différemmentlesopérationsgéoḿetriques.Lesdéfinitionsrestent
math́ematiques,maison tire parti despropriét́esdu mod̀elepourn’expliciter quele minimumdemodificationsà
effectuer. Certainesmodificationsimplicitesdécoulentalorsdespropriét́esdu mod̀ele.On obtientde cettefaçon
desdéfinitionsmath́ematiquesplus abstraitesquecelleshabituellementpropośees,qui sontexhaustives,souvent
obscureset difficiles à manipuler. Cetteapprochepermetde formaliserfidèlementles descriptionsintuitivesdes
opérationsgéoḿetriques.Ellessontdoncplusfacilesà écrireet ont moinsderisqued’êtreerrońees.

L’obtentiondecesnouvellesdéfinitionsplusabstraiteset plus intuitives,découled’uneétudecompl̀etedeforma-
lisationmeńeeà l’aide du langagedesṕecificationalgébriqueCASL [CAS00,Mos99, BM00]. Celangagedispose
d’un grandpouvoir d’expressionqui permetde formaliserl’ensembledesconceptstopologiqueset d’utiliser un
syntaxe trèsprochedesnotationsmath́ematiqueshabituelles.Néanmoins,afin denousconcentrersur la méthode
derétroconceptionpropośee,nousprésentonsnosdéfinitionsabstraitessousla formemath́ematiqueusuelleetnon
leurssṕecificationsqui peuventêtreconsult́eesdans[LAGB01, LA01].

Danscet article, nousnousintéressonsau mod̀ele des � -G-cartes[Lie89, Lie91], à sesopérationsde baseet
à desopérationsplus complexestellesquele chanfreinage[Elt94]. Nouscommenc¸onspar présenterle mod̀ele
des � -G-cartesainsiquel’opérationde basede couture.Cetteopérationnoussertà introduirenotreméthodede
rétroconceptionquenousappliquonsensuitesurl’opérationdechanfreinage.

2 Cartesgénéraliséeset r étroconception

Nousprésentonsdanscettesectionle mod̀ele topologiquedes � -G-cartes,ainsi que l’opérationde couturequi
permetdecoller deuxobjetsdemêmedimensionentreeux.

2.1 Cartesgénéraliséesdedimensionn

Unecartegéńeraliśeededimension� ou � -G-carteestun mod̀eledéfinissantla topologied’unesubdivisiond’es-
pacededimension� . Cemod̀eleestun mod̀eleordonńe qui estdéfini à partir d’un typeuniqued’élémentsabs-
traits, les brins, sur lesquelssont définis desrelationsd’adjacence.Il permetde repŕesenterdesquasi-variét́es
orientablesou nondedimension� enfournissantunedéfinitionhomog̀eneà touteslesdimensions.Avantd’intro-
duirela définition math́ematiquedes� -G-cartes,présentonslesintuitivementendécomposantsuccessivementles
différentescellulesd’un objet (voir figure1). Lesbrinssontrepŕesent́esvisuellementpardessegmentsou demi-
arêtes.Les liensentrebrins sontmod́elisésmath́ematiquementpar desapplicationsayantla propriét́e d’êtredes
involutions1.
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FIG. 1 – Décompositiond’un objet � � enun ensembledebrins.

Consid́eronsl’objet géoḿetrique � � dela figure1 � � . À la figure1 � � , le mêmeobjetestdécompośe de façon
à mettreen évidenceles relationsd’adjacenceentre les facesle composant.À la figure 1 � � , on poursuit la
décompositionde l’objet initial en décomposantchaquefaceen objetsde dimensioninférieure,c’est-̀a-direen
desarêtesli éespar leursrelationsd’adjacence.Enfin, à la figure1 � � , chaquearêteestdécouṕeeendeuxdemi-
arêtesqui repŕesententdesbrins.Pourretrouver totalementl’objet initial à partir desbrins, il resteà reporterles
différentesrelationsd’adjacencesurcesélémentsafinderetrouverlesarêtes,lesfacespuisl’objet initial toutentier
(voir figure2 � � ). Ondénotelesarêtesenindiquantunerelationentredeuxbrins.Cetterelationestuneinvolution
notée �	� , car elle relie desbrins appartenant̀a dessommetsdifférents,c’est-̀a-diredesentit́esde dimension
 .

1Une application �������� estuneinvolution si et seulementsi pour tout élément � appartenant̀a � , on a ��������� , où ��� est la
compositionde � par � .



Lesfacessontreconstruitesenintroduisantl’in volution ��� qui reliedeuxbrinsappartenant̀adesarêtesdifférentes
(dimension � ). Enfin, l’objet initial est compl̀etementdétermińe en reliant desbrins de deux facesdifférentes
(dimension� ) par ��� .
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FIG. 2 – Liaisonset invariantsdansune � -G-carte

En résuḿe,chacunedesrelationsd’adjacenceestmod́eliséeparuneinvolution ��! dont l’indice " correspond̀a la
dimensionde la relationd’adjacence.Le fait d’utiliser desinvolutionsassurequesi un brin #$� a pour imagepar��! un brin # � , alorsl’image de # � par ��! est #$� , ce qui traduit un lien “physique” réciproqueentredeuxentit́es.
Cependant,ceci n’est passuffisantpour garantirla coh́esionde la repŕesentationde l’objet. Si nousreprenons
l’exemplede la figure 1 et que nousreportonsl’ensembledesrelationsd’adjacencedessus,nousobtenonsla
repŕesentationde la figure 2 � � . Pourobtenirce résultat,nousavonsrelié les facesadjacentesle long de leurs
arêtes.Commeuneareteestforméededeuxbrins,uneliaisonentredeuxfacesestconstitúeededeuxliaisons � � .
Cesliaisonsdoiventêtrecoh́erentes.Cequi exclut l’objet dela figure2 � � . La contrainteutiliséeici estque � � ���
soit uneinvolution. Ainsi, si lesarêtes

� � et
� � sontdéfiniesrelativementà uneface,on relie leursbrinspar ���

pourobtenirl’arêtecompl̀ete(voir figure2 � � ). Cetypedecontraintessegéńeralisesimplementauxdimensions
suṕerieures[Lie91].

DÉFINITION 1 (CARTE GÉNÉRALISÉE) Une carte géńeralisée de dimensionn, n % -1, ou n-G-carte, est une
algèbreG=(D, � � , ... , � & ), où :

- D estun ensembledebrins, (
� � )

- �	�('$)*)$)$'+� & sontdesinvolutions sur D tellesque: (
� � ), ".-0/1
2'*)3)4)4' � �5�768' ,29 -:/1"<;=�>'?)3)4)7' � 6('�� ! �A@ estuneinvolution. (
�CB

)

Si lesdifférentescellules2 ont bienét́e misesenévidencelors denosdeuxexemplesdeconstruction,la définition
des � -G-cartesnes’appuiepassurunenotionexplicite decellules.Pourretrouver lescellulescomposantune � -
G-carte,il suffit deregrouperlesbrinsenfonctiondesdimensionsdesliaisons.Cettenotiondefamillesdebrins
setraduitparla notiond’orbite .

DÉFINITION 2 (ORBITE) Soit une � -G-carte DFEHG � 'I� ��'*)3)4)4'I� &�J , un brin KL- � et M un ensemblede N
permutations3 /IO<�P'$)$)*)$'QOSRT6 sur � . Onappelleorbite de K par rapportà M l’ensemble

/1K8UWV XPOSU� -YMZ'$)*)$)1'+XPO[U\]-^MZ' avecK8USE_K$O[U� )$)*)`O[U\(6 (onpeutavoir O[U! E5O[U@ pour "baE 9
)

eton notecetteorbite cdO<�P'*)$)*)$'`O[RfeLGQK J .
L’orbite cdO<�g'$)*)$)$'QO \ eLGQK J peutêtrevuecommel’ensembledesbrinsatteignables̀apartirde K parla composition
desfonctionsOA�P'*)$)$)$'`O \ . Lescellulessontdesorbitesparticulìeres.

DÉFINITION 3 (CELLULE) Soientune � -G-carte DhEhG � 'I� ��'*)3)4)4'I� &�J , un brin K^- � , et un entier " inférieur à� . La i-cellule contenantK estl’orbite c=� � '*)3)4)3'+� !`iA� 'I� !3j�� '*)3)4)3'+� &eLG`K J .
Une " -cellulecontenantun brin K estdoncconstitúeede l’ensembledesbrinsatteignables̀a partir de K par toute
compositiond’involutionsdifférentesde � ! . L’involution � ! relie entreellesdeuxcellulesde dimension" . Elle
permetdoncde“passer”d’une " -celluleà savoisine.La figure3 présentelesdifférentescellulesd’une k -G-carte:

2Sommets,ar̂etes,faces,volumes,etc.
3Unefonction l estunepermutationsurl’ensemble� si pourtoutbrin mZno� , il existeunentier prqts tel que mul�v?�Ym .
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FIG. 3 – Cartesdescellules.

enA, lesvolumesou k -cellules; en
�

, lesfacesou � -cellules; en
�

, lesarêtesou � -cellules; en � , lessommets
ou 
 -cellules.

2.2 Couture et r étroconception

L’opérationde coutureestuneopérationde basequi permetde coller deuxobjetsde mêmedimension4. Nous
introduisonssadescriptioninformellepuisnousprésentonssadéfinition math́ematiqueclassiquepourfinalement
détaillernotreapproche.

2.2.1 Description informelle
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FIG. 4 – Couturededeuxcubesle long d’uneface.

Consid́eronsdeuxcubesquel’on veutcoller le longd’uneface(voir figure4). Naturellement,onsouhaitedésigner
les deux facesà coller ensemble.En l’occurrence,les facesgriséesde la figure 4 � � . Commenousutilisons
le mod̀ele des � -G-cartes,cela revient simplementà désignerdeux brins K et K U qui appartiennent̀a cesdeux
faceset serontli éspar la couture(voir figure4 � � ). Puisquenousvoulonscoller deuxvolumes,lesbrins K et K U
serontcoususpar � B , ainsiquetouslesautresbrinsdesdeuxfaces(voir figure4 � � ). Nousobtenonsainsil’objet
géoḿetriquedela figure4 � � . Notonsqu’unepréconditiondecetteopérationestquelesbrinsdésigńesnesoient
pasdéjà coususpar � B . C’estle casici, et on dira que K et K U sont k -libres.
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FIG. 5 – Commentcoudredeuxfacesensemble.

Du fait despropriét́esdes� -G-cartes,ladésignationdedeuxbrinsetd’unedimensionsuffit àdéterminerlacouture.
En effet, attardons-noussur lesbrinsdesdeuxfacesà coller (voir figure5). À la figure5 � � , le lien par � B entre

4D’un pointdevuegéoḿetrique,l’opérationdecouturecorrespond̀a l’opérationclassiqued’identificationd’arêtesenB-Rep.



lesdeuxbrins K et K U estétabli.Le fait que K et K U soientli éspar � B imposequelesbrins K(� � et K U � � soientaussi
li éspar � B pourassurerla propriét́eque �	�P� B estuneinvolution (voir figure5 � � ). De même,lesdeuxbrins K8���
et K U � � doiventêtreli éspar � B pourassurerque � � � B estuneinvolution (voir figure5 � � ). Parpropagation,tous
les brins desdeuxfacesdoivent aussiêtre li éspar � B pour obtenirune k -G-cartecoh́erente(voir figure 5 � � ).
Notonsquesi lesdeuxfacesn’avaientpasét́e “identiques”,il n’auraitpasét́e possibledepréserver lespropriét́es
dumod̀ele.

La descriptionintuitive de l’opérationde coutureserésumedoncsimplement̀a dire quel’on lie deuxbrins en-
semble.Lesautreslienssontimpośespardespropriét́esdu mod̀ele.

2.2.2 Définition mathématiquede la couture

Usuellement,uneopérationestdéfiniedemanìereconstructive soit parunedéfinition math́ematique,soit parun
algorithme.Dansle mod̀ele des � -G-cartes,les définitionsmath́ematiquesexistantesénum̀erentl’ensembledes
brinset desliensdu nouvel objet.Cesdéfinitionsnetraduisentdoncpasdirectementl’intuition. Par exemple,une
définitionmath́ematiquedela couture[Elt94] est:

DÉFINITION 4 (COUTURE) Soientune � -G-carte D}E}G � 'I� �8'$)4)3)4'I� &2J , deuxbrins KS'IK U - � , "�~ � un entier
naturel et � un isomorphismede c�� ��'*)$)$)$'I��!�i � '+� !4j � '$)$)*)�'I� & e�GQK J dans c��	�8'$)*)$)�'+� !`i � 'I��!3j � '*)$)$)$'I� & efG`K U J
tel que �ZG`K J E_K U . Nousdéfinissonsla � -G-carte D U E�G � U '+� U� '$)4)3)4'I� U& J par :

1. � U E �
2.
,>9 'I
�~ 9 ~ � ' 9 aE�"�'I� U@ E_�A@

3. � U! G`� J E
�� � �CGQ� J si �]-�c��	�('$)*)$)$'+� !`i � 'I��!3j � '*)$)$)$'I� & eLG`K J G`k2)4� J� i�� GQ� J si �]-�c��	�('$)*)$)$'+� !`i � 'I��!3j � '*)$)$)$'I� & eLG`K U J G`k2)�� J� !+G`� J sinon. G`k2) k JD U estla � -G-carterésultantdela " -couturede K et K U dansD .

Danscettedéfinition, la notiond’isomorphismeutiliséeestdéfiniecommesuit.

DÉFINITION 5 (ISOMORPHISME DANS UNE
� -G-CARTE) Soientune � -G-carte D�E�G � 'I� �('*)$)*)�'I� &2J etunsous-

ensemble�0E�/1� U � '*)$)$)*'I� U! 6 de /1� ��'*)$)$)$'I� & 6 . Étant donńesdeuxbrins K et K U de � , unefonction ��� �����
réaliseun isomorphimede c��teLGQK J sur c���efG`K U J si etseulementsi

1. � réaliseunebijectionde c���e�GQK J sur c=��efG`K U J ;

2. pour touteinvolution � U@ -� , pour toutbrin K>� de c=��efG`K J , on aK � � U@ �dE_K � ��� U@ )
La définition4 méritequelquesexplications:
– l’isomorphisme� de cL� � '*)$)*)�'I� !�i ��'+� !4j �('$)*)$)�'+� &de�G`K J dans cf� � '$)*)$)�'+� !`i �('I� !3j ��'*)$)$)$'I��&0e�G`K U J permet

derepŕesenterlesnouveauxliensajout́esparla couture.Le choixdecesdeuxorbitesestcompŕehensiblesi l’on
sesouvientdescontraintesrégissantle mod̀eledes� -G-cartes.Enparticulier, � !Q� @ estuneinvolutionpourtout
~�"	;���c 9 ~ � . PuisqueK et K U sontcoususpar ��! , il estnécessairedecoudreaussilesbrins K8� @ et K U � @
par � ! pourtout

9 -d/1
�'$��'*)$)*)�'�"2�Y�>'�"7;��>'*)$)*)�' � 6 afind’assurercettecontrainte.Parpropagation,touslesbrins
desdeuxorbitessetrouventdoncli éspar ��! .

– lespoints(2) et (3.3)dela figure4 indiquentquelssontlesliensqui restentinchanǵes.
– lespoints(3.1)et(3.2)introduisentlesnouveauxliens.Lepoint(3.2)assurequela fonction ��! estuneinvolution.
Pourconcluresurcettedéfinition,onpeutremarquerqu’ellenes’appuiepassurlespropriét́esdes� -G-cartespour
définir implicitementla nouvelle � -G-cartemaisqu’elle énum̀erela totalité desélémentscomposantla nouvelle� -G-carte.

2.2.3 Rétro-définition

La définition math́ematique4 fournit unedescriptionexhaustive et syst́ematiquede la couture.Par contreelle ne
retranscritpasl’intuition véhicuĺeepar la définition informelle qui estque l’on n’explicite quele lien entreles



deuxbrins désigńespar l’utilisateur et qu’on laisse“travailler” les propriét́esdu mod̀ele.Nousnousproposons
d’apporterà la fois rigueuret intuition enfournissantunedéfinition math́ematiqueabstraiteauseindelaquelleon
caract́erisecompl̀etementle résultatdel’opérationtoutenexplicitant le minimumdechangements.
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FIG. 6 – Le principed’inclusionentre� -G-cartes.

Informellement,la couturede deuxbrins K et K U par � ! dansune � -G-carteimplique que les brins desorbitesc�� � '$)$)*)$'+� !`i ��'I� !3j �('$)*)$)*'I��&�e�GQK J et c�� � '$)*)$)$'+� !`i �('I� !4j ��'*)$)$)*'I��&�e�G`K U J sontobligatoirementcoususcor-
rectementpour valider les propriét́esdu mod̀ele. Cetteexplication informelle de la couturereposesur un fait
implicite importantqui estqueles seulesmodificationseffectúeessur la � -G-carteinitiale sont le lien explicité
entreK et K U et lesliensrésultantdecelien poursatisfairelespropriét́esdumod̀ele.End’autrestermes,aucunlien
suppĺementairen’a ét́eeffectúe,etaucunbrin n’a ét́eajout́eousuppriḿe.Pourdéfinir rigoureusementcettenotion
dechangementminimum,nousintroduisonsle principed’inclusionentre� -G-cartes.

DÉFINITION 6 (INCLUSION ENTRE
� -G-CARTES) Une � -G-carte D�E G � 'I� � '*)$)$)*'I��& J est incluse dansune� -G-carte D U E�G � U 'I� U� '$)*)$)*'I� U& J si et seulementsi

– � estun sous-ensemblede � U ,
– pour tousbrins K � et K(� de � telsque K � aE_K(� , si K � � ! E_K(� , ".-5¡ 
2' �<¢ , alors K � � U! E_K(� .
Ainsi le passaged’une � -G-carteà une autrepar inclusion,consisteà ajouterdesbrins et/ou desliens. Dans
l’exemplede la figure 6, le passagede D � à D�� se fait en ajoutantles brins du triangleet leurs liaisons,et le
passagede D�� à D B se fait en liant le carŕe au triangle.Dansle mod̀ele des � -G-cartes,les brins " -libres sont
repŕesent́esparun point fixe del’in volution ��! . Commel’indique la définition 6, seulesles liaisonsdecespoints
fixessontsusceptiblesde changerpar inclusion.À l’aide de la notion d’inclusion,nousred́efinissonsla couture
commesuit.

DÉFINITION 7 (COUTURE) Soientune � -G-carte D£E�G � '+� � '$)4)3)4'I��& J , un entier naturel "¤~ � et deuxbrins" -libres K�'+K U - � . La pluspetite � -G-carte D U E¥G � U 'I� U� '*)3)4)4'I� U& J telle que

1. D¥¦�D U
2. K(� U! E_K U

estla � -G-carterésultantdela " -couturede K et K U dans D .

Commela � -G-carteobtenuecontientla � -G-carteinitiale, nousconservonstouslesbrinset liensprésentsavantla
couture.Le fait quelesdeuxbrinsdésigńessoientli ésdansla nouvelle � -G-carteassurenonseulementla présence
decelien maisaussicelledetouslesliensnécessaires̀a la coh́erencedes� -G-cartesle long del’orbite ad́equate.
Enfin,commenousconsid́eronsla pluspetite � -G-cartecontenantla � -G-carteinitiale D ettellequelesdeuxbrins
désigńes K et K U sontcoususpar � ! , nousassuronsqueles seulesdifférencesentrela � -G-carteobtenueet la � -
G-carteD sontduesà la propagationdesinvariants.L’existencedecette � -G-cartepeutfacilement̂etreprouv́ee5.
À titre d’exemple,consid́eronsla figure7. En

�
, nousavonsl’objet initial sur lequelestmat́erialiśe la liaisonpar��� à effectuerentre K et K U . En l’ étatactuel,ce n’est doncpasune � -G-carte.En

�
, la � -G-carterésultantde la

couturede K et K U par ��� contientseulementuneliaisonsuppĺementairepar ��� . La présencedecetteliaisonestla
conśequenceimmédiatedela préservationdesinvariantsdumod̀ele: commeK et K U sontli éspar ��� , lesbrins K8� �
et K U � � doivent l’ êtreaussipour assurerque � �*� � estuneinvolution. En

�
, une � -G-carteoù la � -coutureentreK et K U a ét́e effectúeecorrectement,maisqui contientdesbrinset desliaisonssuppĺementaires.De telsobjetsont

évitésenneconservantquela pluspetite � -G-carte.Enfin en � , la coutureestaussieffectúeecorrectementmais
la � -G-carteinitiale a ét́e tronqúee,ellenecontientdoncpasla � -G-cartededépart.

5Une façon simplede prouver l’existenceet l’unicité de cette § -G-carteest de montrerqu’elle est la plus petite § -G-cartevérifiant la
définition6 dela couture.
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FIG. 7 – Exempledecouture.

Les définitions6 et 7 ainsi que le mod̀ele des � -G-carteset desopérationscommel’isomorphismeentredeux
orbites,ont toutesét́e formaliśeesen CASL [LAGB01]. Pluspréciśement,c’estdece travail desṕecificationque
découlentlesdéfinitionspréćedentes.Il enva demêmepourl’opérationdechanfreinagequenousabordonsdans
la sectionsuivante.

3 Rétroconceptiondu chanfreinage

Danscettesection,nousprésentonstoutd’abordunedéfinition informelleduchanfreinagepourensuiteintroduire
notredéfinitionabstraite.

3.1 Qu’est-ceque le chanfreinage?

Prenonsl’exemplede la figure 8. En
�

, nousavonsla topologied’un cubedont nouschanfreinonsl’arête
�

et
le sommeẗ . Dansle casdu chanfreinagedu sommeẗ , on obtientunefacetriangulaire,car le sommeẗ était
initialementbord́e par trois faces(voir figure8 � � ) alorsquel’arête

�
estremplaćeepar unefaceà deuxcôtés

(voir figure8 � � ).
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FIG. 8 – Exemplesdechanfreinage.

Plus géńeralement,́etantdonńeeune subdivision ¨ de dimension � , chanfreinerune de sescellules,notée
�

,
consistèa remplacercettecelluleparunecellulededimension� dontle nombredecellulesdedimension� �5� la
bordantestégalaunombredecellulesdedimension� incidentes̀a

�
.

Notonsdès à présentqu’en tant quedéfinition informelle, la définition du chanfreinagedonńeepréćedemment
n’explicite pascequesignifiele remplacementd’unecelluleparuneautre.En particuliercommentconnecte-t-on
la nouvelle cellule au restede l’objet qui est rest́e inchanǵe? L’ écritured’une définition math́ematiqueou d’un
algorithmepermetderépondrèa cetypedequestionsendécrivantcompl̀etementle résultat.

3.2 Définition abstraite du chanfreinage

Commela couture,le chanfreinagea ét́e défini math́ematiquementet de façon exhaustive [Elt94]. Par soucide
concision,nousne donnonspascettedéfinition ici pour nousconcentrersur notreapproche.Nouscherchons̀a
identifierlesmodificationsexplicitesetcellesàlaisserimpliciteslorsduchanfreinaged’unecellule.Pourcela,nous
traduisonsla définition informelle du chanfreinagedansle mod̀ele des � -G-cartes.Supposonsquel’on dispose
d’une � -G-carteD�E�G � '+� � '$)*)$)$'+� & J et d’une " -cellule

��© D à chanfreiner, on doit :

1. construireune � -cellule
� U telle quele nombrede G � ��� J -celluleslui étantincidentessoit égalaunombre

de � -cellulespréćedemmentincidentes̀a
�

.

2. remplacerla cellule
�

parla nouvellecellule
� U .



La premìereétapeconsistèaconstruireune � -celluleàpartird’une " -celluleenrespectantcertainescontraintessur
le nombredecellulesincidentes.Cetteétapeesteffectúeeenconsid́erantla notiondecelluleduale.

DÉFINITION 8 (CELLULE DUALE) Soitune � -G-carte DhE}G � '+� � '$)*)$)�'+� & J telle que � ! E id ª « , alors la n-G-
carte D U E�G � U 'I� U� '$)*)$)*'I� U& J définiepar :
– � U E � ,
–
, K¬- � ' ,A -®¡ 
2' �<¢ '  aE�"
– si

 c="�'�K8� U\ E�K(� \ ,
– si

 e="�'�K8� U\ iA� E�K(� \ ,
estappeĺeela � -G-carteduale de D . Elle a pour propriét́eque � U& E id ª «.¯ .
Une " -cellule

�
inclusedansune � -G-carte D peutelle-mêmeêtreconsid́eréecommeune � -G-cartetelle que��!	E id. Grâceà la définitionpréćedente,onpeutconstruirèapartird’une " -cellule

�
, une � -celluledontle nombre

de � �=� cellulesincidentessoit égalaunombrede � -cellulesincidentes̀a
�

. Par exemple,à la figure9, la cellule
dualed’un sommeten

�
estobtenueen

�
, lesliaisons��� et � � (qui ont touteslesdeuxunedimensionsuṕerieure

à 
 , c’est-̀a-direà celledela celluleconsid́erée)deviennentrespectivementdesliaisons � � et ��� . La celluleduale
d’unearêteen

�
estdonńeeen � . Uneareteestdedimension� , lesliaisons � � restentdoncinchanǵees,maisles

liaisons� � deviennentdesliaisons��� . Cesdeuxexemplessonttraitésdansune � -G-carte.
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FIG. 9 – Deuxexemplesdecellulesdualesdansune � -G-carte.

Si lacréationdela � -celluledualesefait aiśement,il fautmaintenantpouvoir l’introduire dansla � -G-carteinitiale.
Il vadesoiquecelanepeutsefaireenremplaçantlitt éralementla " -celluleàchanfreinerparla � -celluleconstruite
préćedemmentsouspeinedenepaspaspouvoir “recoller” la celluleaurestedela � -G-carte.Il fautenfait éclater
lacellulededépart,construirela nouvellecelluleet lesrelierentreelles.C’estcequenousfaisonsavecla définition
suivantequi estcomment́eejusteapr̀es.

DÉFINITION 9 (CHANFREINAGE) Soientunen-G-carte DfE¥G � 'I� ��'$)4)4)3'+� &2J etunei-cellule� E¤c�� �8'$)4)3)4'I��!�i��g'+� !4j �g'$)4)3)4'I� & e¥GQK J de D . Nousnotons� ! l’ensembledesbrins de
�

, et nousintroduisonsla
famille G � @ J @�³>´ !3j���µ &P¶ d’ensemblesdebrins telsquepour tout

9 -®¡ "A;·�(' �<¢ ,
– ��¸¹� @ºE�» ,
– pour tout

 -®¡ "�;·�(' �<¢ '  aE 9 ' � @ ¸� \ E�» ,
– il existeunebijection � @ � � ! �¼� @ .
Nousconsid́eronsen outre la n-G-carteéclat́ee ½¾E¿G �tÀ '+� À� '*)3)4)3'+� À& J qui est la plus granden-G-carteincluse
dans D et telle que

, K�- � !�'ÁK(� À!4j � E¥K�) Nousdéfinissonsalors la n-G-cartechanfreinée �E}G �tÂ 'I� Â� '*)3)4)4'I� Â& J
commela pluspetiten-G-cartecontenant½ et telle que:

1. �tÂ E �fÃ^Ä @�³>´ !3j���µ &P¶ � @
2. pour tout K�- � ! , K(� Â!3j�� E�K8� !3j��
3. pour tout K�- � ! , pour tout

 -®¡ "�' � ��� ¢ , K(� \ � Â \ j � E�K8� \ j �
4. la celluleforméedesbrins K U � & avec K U - � ! , estla celluledualede

�
.

La � -G-carte � estle résultatdu chanfreinagedela cellule
�

dansla � -G-carte D .

Consid́eronsla figure 10 où un sommet
�

est chanfreińe dansune � -G-carte D . Sur la ligne du haut, nous
repŕesentonsl’objet danssaglobalité, tandisquesur la ligne du bas,nouseffectuonsun zoomsur la cellule à
chanfreiner.
– En

�
, l’objet dedépartestrepŕesent́e.À titre d’exemple,nousdétaillonslestransformationsli éesaubrin K .

– En
�

, la cellule
�

estéclat́ee,c’est-̀a-direquel’ensembledesbrinsdela cellulesontdécoususpar ��� . Le “trou”
ainsiformépermettrad’introduirela nouvellefacedualede

�
. Notonsquec’estcette� -G-carte(etnonla � -G-

carteinitiale) qui estinclusedansla � -G-cartefinale.Eneffet, initialement(voir la figure10-
�

) le brin K estli é



à sonvoisin,alorsqu’aufinal (voir la figure10-Å ) il estli é à un autrebrin introduit ci-dessous.Cette� -G-carte
éclat́ee(figure10-

�
) estnotée ½ dansla définition 9 et estelle-mêmedéfiniecommeinclusedansla � -G-carte

dedépart(figure10-
�

).
– En

�
, nousprésentonsle traitementlocal au brin K . Pource brin on ajouteunechâıne de deuxbrins K(� � etK(� � telsque K8� � E¥K8� � et K(� � � ��E¥K8� � . Ce traitementestdéfini par lespoints � et k de la définition 9. Les

fonctions� !4j � '$)*)$)$'+� & permettentd’ajouteret denommerlesnouveauxbrinsdansla � -G-carte.
– En � , nousprésentonsl’ajout de la châınedebrinspour touslesbrinsde la cellule

�
. La nouvelle facecom-

menceainsiàprendreforme.
– En Æ , sontprésent́eesles couturesde la nouvelle face,qui estla dualedu sommet

�
de départà chanfreiner.

Cettefaceestconstitúeedetouslesbrins K U � � introduitspourchaquebrin K U du sommetdedépart.On effectue
donclescouturesentresesbrinsselonla définition8 qui estutiliséeaupoint Ç dela définition9.

– Le résultatde la figure 10�rÆ n’est pasune � -G-cartecar certainsliens manquentaux niveauxdesbrins in-
termédiairesentrela cellule

�
et sacelluleduale.Cesdernierliensrésultentenfait despropriét́esdu mod̀eleet

nesontdoncpasexplicitesdansla définition9. Onobtientfinalementle résultatdela figure10�rÅ .
Notonsqueplusla dimensiondela � -G-carteestélevée,plus le nombredecoutureseffectúeesimplicitementest
grand.

Nousproposonsainsiuneformalisationdirectede la définition intuitive du chanfreinage.Seulesles imprécisions
dela descriptionintuitiveont ét́e combĺees,enparticulierla manìeredelier la nouvellefaceà la cellulededépart.
Nousobtenonsainsiunedéfinition rigoureuse,compl̀eteet intuitivedu chanfreinage.Bien entendu,la complexité
intrinsèquede l’opérationde chanfreinagetransparâıt danssadéfinition. La définition 9 ne peutdonc pasêtre
qualifiéedeclaireetconcise.Cependantlesgainssurcespointsparrapportà la définitionpréćedemmentpropośee
par H. ELTER [Elt94] sontsignificatifs.De plus, la proximité avec la descriptionintuitive de l’opérationen fait
uneréférencedecorrectionbeaucoupplussûre.
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FIG. 10 – Arrondi fermé d’un sommetdansune k -G-carteplonǵee.

3.3 Retombéesalgorithmiques

Mêmesi celapeutparâıtreparadoxal,la définition9 adesretomb́eesalgorithmiquesdirectes.En fait, la recherche
de critèresminimauxnouspermetd’isoler un comportementlocal à chaquebrin et le travail desinvariantsdu
mod̀ele.Dansle casdela couture,le traitementlocal estsimplementdelier deuxbrinsensemble,tandisquepour
le chanfreinage,il consistèaajouterunechâınede � ��" brins.Ensuite,lesinvariantstravaillentdirectementdansle
casdela coutureetsontamorćesparlesliaisonsdela celluledualedansle casduchanfreinage.̀A titre d’exemple,
l’algorithmede chanfreinagequenousavonsimplant́e suit cettedémarche: on parcourtl’ensembledesbrins de
la celluleà chanfreinerdansun ordrequelconque; pourchaquebrin K , on ajouteunechâınede � �®" brins; si les
brinsvoisinsde K dansla cellule à chanfreinersontdéjà traités,on effectuelescouturesde la celluledualeet on
explicite la propagationdesinvariantsdu mod̀eleentreK et sesvoisins.



Finalement,nousobtenonsunedéfinition math́ematiquedu chanfreinagèa la fois plusabstraitequela définition
usuelle,maisaussiplus prochedesalgorithmeseffectivementmis en œuvrequi sont locaux.Obtenirde tels al-
gorithmesestimportantcar ils permettentde s’affranchirde l’ordre de parcoursdesobjetsen simplifiant la pro-
grammation,ils supprimentpresquetotalementles préconditionsen étantlocaux et non plus globauxet ils se
géńeralisentplusfacilement̀a desdimensionsquelconques.

4 Conclusionet perspectives

Dansle cadrede la mod́elisationgéoḿetriqueà basetopologique,nousproposonsunenouvelle approchepour
définir math́ematiquementlesopérationsdetransformationsgéoḿetriquesdansle mod̀eledes� -G-cartes.La des-
cription propośeeestbaśeesur l’inclusion entre � -G-carteset reposesur la recherchede critèresminimauxde
modification.

Un intérêt majeurde notreapprocheestd’obtenir desdéfinition math́ematiquesplus prochedu niveauinformel
et doncplusfacilesà valider. Cepoint estimportantpourconférerun degré deconfianceplusfort à unenouvelle
opérationgéoḿetrique.En outre,nousavonsvu quel’ écrituredetellesdéfinitionsabstraitesmetenévidencedes
consid́erationsd’ordre algorithmique.Lesalgorithmeslocauxbaśessur le parcoursd’un ensemblede brinset le
traitementlocal deceux-cisedéduisentplusfacilementdenosdéfinitionsoù le traitementlocal à chaquebrin est
identifiéet lesparcourssedéduisentdesinvariantsdu mod̀ele.

Nous avons déjà appliqúe notre approchesur desopérationstelles que l’extrusion et la triangulation,mais il
seraitintéressantde s’intéresser̀a desopérationsplus complexescommele produit cart́esienou les opérations
booĺeennes.Enoutre,il faudraittesternotreapprochesurd’autresmod̀elestopologiquescommelescartes[Cor75],
leschâınesde cartes[EL94], ou lesensemblessimpliciaux[Lan95]. La mêmedémarcheminimalistedoit y être
applicablèaconditiondechangerle critèredemodificationminimaled’un objet.
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