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Résumé : D ans cet article, nous allons convertir les cyclides de Dupin en carreaux de Bézier Rationnels biqua-
driques. Les Cyclides de Dupin ont été inventées en 1822 par le mathématicien français Charles Dupin. Ce sont
des surfaces algébriques de degré inférieur à 4 dont les lignes de courbures sont des cercles ayant une équation pa-
ramétrique et deux équations implicites. Elles permettent d’effectuer des jointures en n’utilisant que des concepts
géométriques sans se soucier de problèmes de paramétrisation. M. Pratt a développé un algorithme de conversion
de cyclides de Dupin en carreaux de Bézier Rationnels biquadriques à partir de concepts d’analyse. Celui-ci ne
permet pas de convertir toute une cyclide. Nous allons améliorer cet algorithme afin de résoudre ce problème.
Cependant, certaines valeurs des variables de la cyclide seront interdites ce qui peut gêner lors de jointure. Nous
allons développer un nouvel algorithme de conversion basé sur des concepts géométriques (calculs barycentriques,
symétrie de cercles) et les courbes de Bézier Rationnelles quadriques.
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1 Introduction

L’informatique a permis à l’industrie de réaliser des économies en utilisant des scènes 3D réalistes en remplacement
de moules physiques. Il a fallu concevoir des modèles mathématiques permettant ces modélisations. Plusieurs
modèles de courbes et de surfaces ont été développées : le modèle de P. Bézier [3, 13], le modèle B-Splines [12],
les quadriques et superquadriques [31, 17]. Nous pouvons modéliser une scène à l’aide de primitives simples
combinées à l’aide d’un arbre CSG [20, 28]. Il se pose alors des problèmes de jointures entre ces surfaces dus
en particulier à la paramétrisation de celles-ci. Il est possible de remédier à ce problème de paramétrisation en
introduisant une paramétrisation canonique [19].
Depuis une dizaine d’années, il est possible d’effectuer ces jointures ��� -continues de façon géométrique en utilisant
les cyclides de Dupin, inventée en 1822 [10, 15, 7, 6]. Ce sont des surfaces non sphériques ayant des lignes de
courbures circulaires, pouvant être représentées à la fois par des équations paramétriques ou implicites. Beaucoup
d’auteurs ont travaillé sur les problèmes de jointures de surfaces quadriques à l’aide de cyclides de Dupin [22, 5,
11, 32, 27, 26, 29, 1].

Dans la deuxième section, nous faisons un rappel sur les courbes et les surfaces de Bézier Rationnelles de de-
gré deux, les cyclides et les cyclides de Dupin. Dans la troisième section, nous modélisons des cercles par des
courbes de Bézier Rationnelles quadriques. Dans la quatrième section, nous montrons la conversion de cyclides
de Dupin en carreaux de Bézier Rationnels biquadriques réalisée par Pratt [24] et en faisons une amélioration. Les
lignes de courbures des cyclides de Dupin étant des cercles, il est possible sous certaines conditions de les “traiter”
comme des surfaces de révolution et nous développons un algorithme de conversion des cyclides de Dupin en car-
reaux de Bézier Rationnels biquadriques, section suivante. Dans la dernière section, nous comparons les différents
algorithmes.

2 Etat de l’art

L’espace affine euclidien à trois dimensions est muni d’un repère orthonormé
���
	���� 	���� 	 � ���

. Le produit scalaire

usuel entre les vecteurs
� �

et
� �

est noté
� ��� � �

. Sauf mention contraire, les équations des cyclides seront données
dans ce repère.



2.1 Courbes et surfaces d’approximation ou d’interpolation en synthèse d’images

Les surfaces utilisées en mathématiques sont définies sur des ouverts afin de ne pas se soucier des problèmes de
différentiabilité aux bornes. Par contre, en synthèse d’images, nous souhaitons effectuer des jointures et donc nous
sommes obligé d’utiliser des fermés. Les courbes sont généralement définies sur l’intervalle � ������� et les surfaces
sur le pavé � �������	�
� ������� .
2.1.1 Courbes de Bézier Rationnelles quadriques

Les courbes de Bézier Rationnelles quadriques sont des courbes paramétriques définies à partir des polynômes de
Bernstein de degré � , Formule (2.1). La propriété de la symétrie des polynômes de Bernstein, Formule (2.2), est
essentielle pour la construction d’arc de cercle puisque elle assure la symétrie des constructions géométriques.������������ � � ������ � ������� � ��� � � ���� � ����� �!� � (2.1)"$#�% �'& # & � 	 " ��( � ������� 	 *)��������+ ��, )�� � � ��� (2.2)

Une courbe de Bézier Rationnelle quadrique est définie par la Formule (2.3), [9], où la droite
��- � - � � (resp.

��- � - � � )
est la tangente à la courbe au point

-.�
(resp.

- � ). Ce type de courbes permet de modéliser une conique à l’aide de
trois points de contrôles

�/-.)0� ��1$)�1 � et de trois nombres
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Il est possible de simplifier cette définition pour modéliser une conique en prenant
2 � �?2 � � � , cette courbe

de Bézier Rationnelle quadrique est dite standard, Formule (2.4). Dans ce cas, on pose
2 � �@2

et ce nombre
détermine la nature de la conique : la courbe est un arc d’ellipse si et seulement si �'A 2 AB� ; la courbe est un arc
de parabole si et seulement si

2B� � ; la courbe est un arc d’hyperbole si et seulement si
2DC � .� � � � �54 ����� � ���������E:>28 � �����	:F � �����

�  � ����� � � � - � :;28 � �����
� � � - � :F � �����

��� � - � � 	 ��( � ������� (2.4)

2.1.2 Surfaces de Bézier Rationnelles biquadriques

Les surfaces de Bézier Rationnelles biquadriques sont des surfaces définies comme produit tensoriel de courbes
de Bézier Rationnelles quadriques, Formule (2.5), où

��-G)IH7� ��1J)�K H�1 � sont les points de contrôles,
��28)LH7� ��1J)�K H�1 � les

poids et
� � 	 � �<( � ������� � , [24].

� � � � � � � �54 � � 	 � ��� ��M )ONP� �MH�N�� 2 )IH  ) � � �Q H � � �
�M )ONP� �MH�N�� 2 )LH  ) � � �Q H � � � � � � � - )IH

(2.5)

Une telle surface peut être vue comme l’ensemble des barycentres des points pondérées, Formule (2.6), [16, 18].
Le fait que la somme des coefficients fasse � assure l’indépendance de la définition par rapport au point

�
choisi.

On peut simplifier cette définition pour obtenir une surface de Bézier Rationnelle biquadrique quasi-standard. Pour
cela, on prend

23���R�S26� � �S2 � �R�S2 �T� � � . Les courbes et les surfaces de Bézier Rationnelles sont invariantes
par applications affines et projectives [9]. Les courbes tracées sur une surface de Bézier Rationnelle biquadrique
obtenues avec une des variables

�
ou

�
constante sont des coniques.
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2.2 Les cyclides

Dans son étude des surfaces anallagmatiques (on peut trouver une inversion de telle façon que cette surface soit
invariante par cette transformation), M. Moutard a rencontré en ��� ��� les cyclides, [21]. Il a ainsi montré que les
cyclides possèdent cette propriété par rapport à cinq pôles différents, ces pôles sont les centres des inversions. Les
surfaces anallagmatiques de � sont les surfaces enveloppes d’une sphère variable, orthogonale à une sphère fixe � ,
appelé sphère directrice, et dont le centre décrit une surface quelconque � appelée déferente [7, 8]. Les cyclides
de Dupin forment une sous-famille de cyclides [7, 8].

2.3 Les cyclides de Dupin

Il est possible de définir ce type particulier de cyclides de différentes façons : une cyclide de Dupin est l’image
d’un cône de révolution par une inversion ; une cyclide de Dupin est l’image d’un tore par une inversion ; les
cyclides de Dupin sont les enveloppes de sphères centrées sur une conique, appelée déférente, et orthogonale à
une sphère fixe, appelé sphère d’inversion, centrée sur l’axe focal de la cyclide, [7, 8] ; les cyclides de Dupin sont
les enveloppes des sphères tangentes à deux cercles-droites d’un plan, les centres des sphères décrivant l’une des
coniques déférentes ; les cyclides de Dupin sont les enveloppes de sphères de rayons � et centrées en un point

4
sur une conique de foyer � telles que la distance � 4 : � soit constante (définition de Maxwell) ; les cyclides
de Dupin sont les surfaces enveloppes des sphères tangentes à trois sphères fixes ; les cyclides de Dupin sont les
projections stéréographiques du tore de Clifford inclus dans la sphère �
	 .
Une cyclide de Dupin de degré � est définie à l’aide de quatre paramètres � 	��	�� et � avec ��� �

et
� ��� � � � � � .

Une cyclide de Dupin possède une équation paramétrique, Formule (2.7), et deux équations implicites équivalentes,
Formule (2.8) et (2.9), [24, 14], résultat obtenu par [32] et aussi par [8] en explicitant l’enveloppe des sphères
définissant une cyclide de Dupin. Selon les différentes valeurs des paramètres, il existe trois familles de cyclides de
Dupin, ring cyclide ou cyclide en anneau, horned cyclide ou cyclide à croissant externe, spindle cyclide ou cyclide
à croissant interne. Les propriétés des cyclides de Dupin ont été très étudiées [4, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 23, 24, 25, 26,
2, 1, 30].
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3 Cercles et courbes de Bézier Rationnelles quadriques

Nous allons commencer ce paragraphe par un rappel sur la détermination du centre d’un cercle connaissant trois
points distincts. Soit 2 ,


et 3 trois points d’un cercle C de centre

�
. Alors

�
est le point d’intersection des

médiatrices 4 � et 4 � des segments � 2  � et � 253�� . Nous souhaitons modéliser un arc de cercle par une courbe de
Bézier Rationnelle quadrique. Tout diamètre d’un cercle étant axe de symétrie de ce cercle, le point

- � , Figure
1, doit donc appartenir au plan médiateur 6 du segment � - �7- � � . Le théorème 1 donne les caractéristiques du
cercle passant par

- �
et
- � et ayant comme tangente

� - � - � � et
�/- � - � � . Réciproquement, le théorème 2 donne la

construction du point
- � pour que la courbe de Bézier Rationnelle quadrique soit l’arc de cercle de centre donné et

passant par
- �

et
- � . Le théorème montre la modélisation d’un arc de cercle par une courbe de Bézier Rationnelle

quadrique.

Théorème 1 : Cercle déterminé par deux points et les tangentes en ces points
Soit C le cercle de centre

� �
et de rayon � passant par

- �
et
- � et ayant comme tangente

� - � - � � et
��- � - � � , les



FIG. 1 – Modélisation d’un arc de cercle par une courbe de Bézier Rationnelle quadrique standard.

points
-E�

,
- � et

- � n’étant pas alignés.
Soit � � le milieu du segment � - � - � � . Soit 6 le plan médiateur du segment � - � - � � . Alors

1. Le cercle C existe si et seulement si le point
- � appartient au plan 6 .

2. On suppose que le cercle C existe.
– Le centre

� �
est donné par la Formule (3.1) et le rayon est � � � �7-E�

.

� � � - � � � �+� � � � - � � �
	 � � � ��� � -	�7- � �� � 

� � - � �
��� � -	�7- � (3.1)

– Dans le plan déterminé par le cercle C, la mesure de l’angle géométrique
�-E� � ��- � est inférieure à -

ce qui veut dire que si l’on prend une paramétrisation � usuelle du cercle (en cosinus et sinus) tel que-E�*� � ���7�=� , - � � � ��� � � , on a
% �7� � � � % A - .

Théorème 2 : Construction du point de contrôle
- � connaissant le centre du cercle

Soit C le cercle de centre
� �

et de rayon � passant par
-.�

et
- � . Soit � � le milieu du segment � -.��- � � .

Pour que la courbe de Bézier Rationnelle quadrique standard soit l’arc de cercle de C passant par les deux points
distincts

- �
et
- � , le point

- � est défini par la Formule (3.2).

� � 
� � - � �!� �

� � � � � � � � �
� � � � �=-E� � � � � � -E�� � � � � - � � � � � �

� �
(3.2)

Il reste à déterminer le poids
2

de la courbe de Bézier Rationnelle quadrique standard pour que celle-ci corresponde
à l’arc de cercle C désiré délimité par

-.�
et
- � , Figure 1.

Théorème 3 : Modélisation d’un arc de cercle par une courbe de Bézier Rationnelle quadrique quasi-standard
Soit

-E�
,
- � et

- � trois points non alignés de l’espace euclidien � et � � le milieu du segment � -E�=- � � .
La courbe de Bézier Rationnelle quadrique quasi-standard � de poids

2
est un arc de cercle C de centre

� �
et de

rayon � définie par les points
- �

,
- � et

- � , théorème 1, si et seulement si
2

vérifie la Formule (3.3).% � :;2 % � % � �
� � :;2 � � - � % (3.3)

Le morceau de l’arc de courbe déterminé par le poids
2

est donné par le tableau 1.

petit arc de cercle grand arc de cercle

2 � � � � � � �� � � � - �
� � � � � �

� �7-E�� � - � � � � - �
C � 2B� � � � � � : �� : � � - �

� � � � � � : � �7-	�� � - � : � � - � A �
TAB. 1 – Arc de cercle en fonction du poids.



4 Conversion de cyclides de Dupin en carreaux de Bézier Rationnels bi-
quadriques

Les courbes tracées sur une surface de Bézier Rationnelle biquadrique obtenues avec une des variables
�

ou
�

constante sont des coniques. Les lignes de courbures des cyclides de Dupin sont des cercles et donc des coniques
particulières. Il est donc possible de convertir des cyclides de Dupin en carreaux de Bézier Rationnels biquadriques.
L’algorithme de conversion proposé par M. Pratt dans [24] permet de déterminer facilement le carreau de Bézier
Rationnel biquadrique représentant une cyclide de Dupin. Les coordonnées des points de contrôles et les poids sont
calculés à partir de l’équation paramétrique d’une cyclide de Dupin, Equation (2.7), en fonction des paramètres de
la cyclide de Dupin et des bornes délimitant la partie à convertir. Dans cet algorithme, les formules de calcul des
points de contrôles du carreau de Bézier Rationnel biquadrique sont données en exploitant les relations trigonomé-
triques liant les fonctions sinus et cosinus à la fonction tangente, Formule (4.1). La Figure 2 montre le résultat de
la conversion d’un morceau de cyclide de Dupin en un carreau de Bézier Rationnel biquadrique.

" � (�� -�� 	  "!$# ������� � ����� ) � 0��� 1� : ��� ) � 0 �� 1
	 #�( ) ������� � �	� ) 0��� 1� : ��� ) � 0 �� 1 (4.1)

Morceau de cyclide de Dupin à convertir Carreau de Bézier, méthode de Pratt

FIG. 2 – Conversion d’un morceau de cyclide de Dupin en un carreau de Bézier Rationnel biquadrique en utilisant
la méthode de Pratt.

��� � 	 � � 	�� � 	�� � � ( �
� � � - : �.-�� ����� car la fonction
��� ) n’est pas définie sur l’ensemble  � : -�� , donc pour

certaines valeurs de
�

ou
�

, la conversion de la cyclide de Dupin n’est pas possible. Certaines lignes de courbure
ne peuvent donc pas être choisies comme bord du carreau de Bézier Rationnel biquadrique à convertir. La Figure
3 illustre un cas de disfonctionnement de cet algorithme : la discontinuité de la fonction

�	� ) en  � modulo - fait en
sorte que cet algorithme ne fonctionne pas correctement lorsque - ( � � � � � � � ou lorsque - ( � � � � � � � . La figure de
gauche montre la portion de la cyclide à convertir. La figure du centre montre que le carreau de Bézier Rationnel
biquadrique résultant ne correspond pas au morceau choisi. Nous améliorons l’algorithme précédent, pour obtenir
la figure de droite, en changeant simplement le calcul des poids en prenant la valeur absolue de la formule originale.

Portion de la cyclide à convertir conversion, algorithme de Pratt
Conversion, amélioration de

l’algorithme de Pratt

FIG. 3 – Insuffisance de l’algorithme de Pratt pour convertir un morceau de cyclide de Dupin en un carreau de
Bézier Rationnel biquadrique.

Les valeurs trigonométriques
� �

,
� � ,

� �
et
�
� sont utilisées pour déterminer les points de contrôles et les poids. Si

on a
� � � � et

� � � �  	 , les points de contrôles seront “entre”
� � 	 et � . Nous devons donc avoir

% � � � � � % A -



et
% � � � �

� % A - . En tenant compte de cette contrainte, nous obtenons plusieurs conversions possibles : la Figure
4 illustre une cyclide de Dupin convertie en � carreaux de Bézier Rationnels biquadriques en utilisant l’algorithme
amélioré. La combinaison des deux algorithmes permet de réduire à � le nombre minimal de carreaux nécéssaires
pour assurer la conversion de toute la cyclide de Dupin, image de droite.

La cyclide � carreaux de Bézier � carreaux de Bézier

FIG. 4 – Conversion d’une cyclide de Dupin en carreaux de Bézier Rationnels biquadriques.

Cette amélioration permet de convertir toute une cyclide de Dupin en carreaux de Bézier Rationnelles biquadriques.
Il ne permet pas d’avoir comme “bord” une courbe obtenue avec un des paramètres ayant une valeur de - . De plus,
il ne fonctionne pas tout le temps, Figure 5. Le problème vient du poids

2 � � qui devrait être négatif. Ainsi, dans
l’algorithme de Pratt amélioré, la courbe de Bézier Rationnelle quadrique modélise le grand arc du cercle supérieur
délimitant la partie de la cyclide à convertir et la courbe de Bézier Rationnelle quadrique modélise le petit arc du
cercle inférieur délimitant la partie de la cyclide à convertir. Nous allons développer un autre algorithme basé sur
le calcul barycentrique et les propriétés circulaires des cyclides de Dupin.

Morceau de cyclide à convertir Conversion en carreaux de Bézier

FIG. 5 – Problème de l’algorithme de Pratt amélioré pour effectuer certaine conversion d’un morceau de cyclide
de Dupin en un carreau de Bézier Rationnel biquadrique.

5 Nouvel algorithme de conversion

5.1 Propriétés barycentriques des surfaces de Bézier Rationnelles biquadriques

On considère la surface de Bézier Rationnelle biquadrique standard � � , de points de contrôles
��- )IH7� ��1$)�K H�1 � et

de poids
��23)IH7� ��1J)�K H�1 � avec

26�T� � 26� � � 2 � � � 2 ��� � � . Pour que la surface � � modèlise une surface à
courbure sphérique, il faut que

-.� � appartienne au plan médiateur de � -.�T�=-E� � � , - � � appartienne au plan médiateur
de � -	�T�7- � � � , - � � appartienne au plan médiateur de � - � �7- ��� � et

- � � appartienne au plan médiateur de � -.� � - �T� � .
Nous allons donner quelques propriétés barycentriques des surfaces de Bézier Rationnelles biquadriques quasi-
standard.

Théorème 4 : Propriétés barycentriques des surfaces de Bézier Rationnelles biquadriques quasi-standard

Soit � une surface de Bézier Rationnelle biquadrique quasi-standard de points de contrôles
�/- )IH � ��1J)�K H�1 � et de

poids
��23)IH7� ��1$)�K H�1 � avec

26�T� � 26� � � 2 � � � 2 ��� � � . Un point
4 � � 	 � � 	 � � 	 � � ( � ������� � appartient à la

surface � si et seulement si
4 � � 	 � �

vérifie la Formule (2.5).
– Soit � � le milieu du segment � -E�T�=-E� � � , � � le milieu du segment � -E�T��- � � � , � � le milieu du segment � - � �7- �T� � et � �

le milieu du segment � -E� � - �T� � . On a alors les relations de la Formule (5.1).
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�
� :>2 � �

� � � � - � � �
��� � � � � � � �54�� � 	 ���� � �� :>2 � �

� � � �
� � :>2 � �

� � � � - � � �� � � � � � � � �54 � �� 	 � � � �� :>2 � �
� � � �

� �6:>2 � �
� � � � - � � �

� � � � � � � � �54 � �� 	 � � � �� :>2 � �
� � � �

� � :>2 � �
� � � � - � � �

(5.1)

– Soient � � l’isobarycentre des points
- ���

,
- � � , - � � , - ��� , � � le barycentre des points pondérés

� - � � 	 2 � � � ,��- � � 	 2 � � � , �/- � � 	 2 � � � , �/- � � 	 2 � � � et
2 � 2 � � :F2 � � :;2 � � :F2 � � . Soit � � le barycentre des points pondérés� � � 	 � � , � � � 	 2*� .

– Le point
4 0 �� 	 �� 1 vérifie les deux Formules (5.2) et (5.3). De la Formule (5.3), on déduit que le point

- � �
appartient à la droite

0 4 0 �� 	 �� 1 � � 1 .� � � � � � � � �54�� �� 	 ���� � �� :;2 : � 2 � �
� � � :>2*� � � � � � : � 2 � �

� � � � - � � � (5.2)

2 � �
� � � � � � � � � � 4�� �� 	 ���� - � � � � :;2�

� � � � � � � � � � 4�� �� 	 ���� � � (5.3)

– Le point
4 0 �� 	 �� 1 vérifie les deux Formules (5.4) et (5.5) où � 	 est le barycentre des points pondérés

��- ��� 	 � � ,��- � � 	 � � , ��- � � 	 � � , ��- ��� 	 � � , ��- � � 	 � 2 � � � , ��- � � 	 � 2 � � � , �/- � � 	 � � 2 � � � , ��- � � 	 � 2 � � � , et � � � � � : � 2 � � : � � 2 � � :� 2 � � : � 2 � � . De la Formule (5.5), on déduit que le point
- � � appartient à la droite

0 � 	 4 0 �� 	 �� 1 1� � � � � � � � �54�� �� 	 ���� � �� � : � � 2 � �
� � �

� � � � 	 : ��� 2 � �
� � � � - � � � (5.4)

� � � : � � 2 � � �
� � � � � � � � � � 	 4�� �� 	 ��	� � ��� 2 � �

� � � � � 	 - � � (5.5)

– Le point
4 0 �� 	 �� 1 vérifie les deux Formules (5.6) et (5.7) où � � est le barycentre des points pondérés

��- ��� 	 � � ,��- � � 	 � � , ��- � � 	 � � , ��- ��� 	 � � , ��- � � 	 � 2 � � � , ��- � � 	 � 2 � � � , �/- � � 	 � � 2 � � � , ��- � � 	 � 2 � � � , et � � � � � : � 2 � � : � � 2 � � :� 2 � � : � 2 � � . De la Formule (5.7), on déduit que le point
- � � appartient à la droite

0 � � 4 0 �� 	 �� 1 1 .� � � � � � � � �54 � �� 	 ��
� � �� � : � � 2 � �
� � � � � � � � : ��� 2 � �

� � � � - � � � (5.6)

� � � : � � 2 � � �
� � � � � � � � � � � 4�� �� 	 ���� � ��� 2 � �

� � � � � � - � � (5.7)

5.2 Algorithme de conversion proposé

L’idée et de développer une méthode gardant les symétries circulaires le long des courbes coordonnées de la
cyclide de Dupin en utilisant l’algorithme 1. Une cyclide n’est pas une surface de révolution, nous devrons donc
nous assurer en plus que les droites

� � � � ��� � 	�� � ��� , � � 	 � ��� � 	� 	 ��� et
� � � � ��� 	 	�� � ��� ont bien le même point

d’intersection. Ceci est vrai à condition que
� �

et
� � (ou

� �
et
�
� ) soient symétriques par rapport à � ou - sur le

cercle trigonométrique. L’algorithme 1 permet de convertir la cylide de Dupin en carreaux de Bézier Rationnels
biquadriques quasi-standards, en utilisant les formules des théorèmes 3 et 4.

5.3 Résultats

La Figure 6 illustre deux conversions d’une partie d’une cyclide de Dupin en carreaux de Bézier Rationnels biqua-
drique quasi-standard. Dans le second exemple, nous avons

� � � - . Pour l’image du dessus à droite, nous avons
utilisé un carreau de Bézier Rationnel biquadrique standard avec les poids positifs. Concernant l’image du dessous
à droite, nous avons utilisé un carreau de Bézier Rationnel biquadrique quasi-standard, les poids sont positifs le
long des lignes de courbures obtenues avec

�
constant, négatifs le long des lignes de courbures obtenues avec

�
constant.



Algorithm 1 Modélisation d’un carreau de cyclide de Dupin par un carreau de Bézier Rationnel biquadrique
quasi-standard

1. Nous choisissons un repère orthonormé de l’espace euclidien � de tel façon que l’équation de la cyclide de
Dupin � soit définie par la nappe paramétrée � de la Formule (2.7), les lignes de courbure soient choisies
pour

�'� �7�
,
� � � � ,

� � � �
et
� � �

� telles que
�7�

et
� � (ou

� �
et
�
� ) soient symétriques par rapport à �

ou - sur le cercle trigonométrique.

2. les sommets des carreaux sont
- �T� � � ��� � 	�� � � , - � � � � ��� � 	�� � � , - � � � � ��� � 	�� � � , - �T� � � ��� � 	�� � � .

3. Déterminer le centre des quatre cercles de courbure en utilisant trois points sur chaque ligne de courbure
(dont les deux sommets).

4. Déterminer les points de contrôle
- � � , - � � , - � � et

- � � dans les plans médiateurs correspondants et dans les
plans des lignes de courbures correspondants à l’aide des tangentes aux cercles correspondants en utilisant
le théorème 2.

5. Calculer les poids
2 � � , 26� � , 2 � � et

2 � � en utilisant le tableau 1 du théorème 3.

6. Déterminer la première courbe coordonnée ��� qui est une courbe de Bézier Rationnelle quadrique standard
de points de contrôles

-.���
,
- � � , - � � et de poids

2 � � .
Déterminer la seconde courbe coordonnée ��� qui est une courbe de Bézier Rationnelle quadrique standard
de points de contrôles

-.���
,
-E� � , -E� � et de poids

23� � .
7. Trouver

� � solution de l’équation � �
0 �� 1 � � ��� � 	�� � � . Trouver

� � solution de l’équation � �
0 �� 1 �

� ��� � 	� � � . Trouver
�
	 solution de l’équation � �

0 �� 1 � � ��� � 	� 	 � .
8. Soit � � l’isobarycentre des points

-.�T�
,
-E� � , - � � , - ��� . Soit � � le barycentre des points pondérés

� - � � 	 2 � �7� ,��-E� � 	 26� � � , ��- � � 	 2 � � � , �/- � � 	 2 � � � . Soit � � le barycentre des points pondérés
� � � 	 � � , � � � 	 2�� .

Soit � 	 le barycentre des points pondérés
�/-.�T� 	 � � , �/- � � 	 � � , ��-E� � 	 � � , ��- ��� 	 � � , �/-E� � 	 � 2<� � � , ��- � � 	 � 2 � � � ,��- � � 	 � � 2 � �7� , ��- � � 	 � 2 � � � . Soit

4 � � ��� � 	�� � � .
Déterminer

- � � intersection des droites
� � � � ��� � 	� � ��� et

� � 	 � ��� � 	�� 	 ��� .
9. Déterminer le poids

2 � � défini par la Formule (5.3).

6 Comparaison des algorithmes de conversions

Pour convertir une cyclide de Dupin en utilisant notre algorithme, nous n’avons besoin que de quatre carreaux
de Bézier Rationnels biquadriques alors qu’il en faut neuf en utilisant l’algorithme amélioré de Pratt et six en
combinant l’algorithme de Pratt et sa version améliorée, Figure 7. Notre algorithme permet de plus de convertir
une cyclide de Dupin le long d’une ligne de courbure obtenue avec un des paramètres valant - , ce qui n’est
réalisable ni avec l’algorithme de Pratt, ni avec sa version améliorée. Cette valeur - est indispensable lors de
jointure cylindre-plan modélisant un récipient.

7 Conclusion

Dans cet article, nous avons développé un algorithme permettant de convertir des cyclides de Dupin en carreaux de
Bézier Rationnels biquadriques quasi-standards. Notre point de départ a été le travail de M. Pratt. Comme celui-ci
ne permettait pas de convertir toute une cyclide de Dupin, nous l’avons amélioré afin de résoudre ce problème.
Il existait encore des valeurs interdites pour la conversion. Nous avons développé un nouvel algorithme basé sur
les propriétés barycentriques des carreaux de Bézier Rationnels biquadriques quasi-standards et les propriétés
circulaires des cyclides de Dupin. La combinaison de l’algorithme de Pratt est de sa version amélioré nécessite six
carreaux pour représenter une cyclide de Dupin tandis que notre nouvel algorithme n’en demande que quatre. De
plus, notre algorithme permet de convertir des morceaux de cyclides de Dupin impossible jusqu’à ce jour.
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