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Résumé : Une nouvelle méthode de vectorisation est proposée. A partir de I’algorithme de reconnaissance de
J. Vittone, nous proposons une reconstruction Euclidienne d’une courbe discréte standard 2D (4—connexe) qui est
inversible et proche du résultat “intuitif”” attendu.

Mots-clés : Géométrie discréte, vectorisation, polygonalisation, reconstruction

1 Introduction

La vectorisation de courbe discréte est un enjeu important depuis déja une vingtaine d’années. Une nouvelle ap-
proche est poursuivie depuis quelques années en France dans la communauté de géométrie discréte (cf. [IDR92]
et [JF96]). Nous présentons ici les premiers résultats 2D pour des courbes standard.

En ce qui nous concerne, la vectorisation s’inscrit logiquement dans un projet de modeleur multi-plongement
[EAO01] au sein duquel elle constitue une étape majeur. Dans ce modeleur, nous voulons gérer tant des objets réels
que discrets, et nous voulons manipuler indifféremment un objet dans un plongement discret ou Euclidien.

Nous nous intéressons ici essentiellement aux courbes discrétes standard 2D (4—connexité) (cf. Andres [And00] et
[And02] et Reveillés [Rev91]) parce que ce modéle possede de bonnes propriétés mathématiques, par opposition au
modele naif (8—connexité), plus classique. De plus, le modéle standard est particulierement bien adapté a la modé-
lisation dans I’espace des complexes cellulaires discrets (cf. [Kov93]) ; cette derniére permettant une segmentation
efficace d’images en régions. Et enfin, ce modele est aisément extensible aux dimensions supérieures.

L’enjeu ici est classique : passer du discret au continu. Et plus précisément, en partant d’une courbe discréte
standard 2D (une suite de pixels), on veut reconstruire une courbe Euclidienne polygonale lui correspondant. C’est-
a-dire que si on discrétise la courbe Euclidienne ainsi obtenue, on doit retrouver exactement la courbe discréte de
départ (cf. Fig. 1).
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Fi1G. 1 — Courbe discréte de départ, courbe réelle reconstruite et courbe réelle discrétisée.

Pour vérifier la validité de la méthode, nous avons choisi trois critéres® qui nous paraissent pertinents :
- I’opération doit étre “inversible” (i.e. I’objet réel obtenu peut étre discrétisé pour retrouver I’objet discret
de départ),
- I’aspect visuel de I’objet réel doit étre celui “attendu”,
- la méthode doit étre la plus générique possible.

Dans une premiére partie, nous décrirons une premiére version de notre méthode. Ensuite, dans une seconde partie,
nous mettrons en évidence les faiblesses de cette méthode et les améliorations que nous y avons apportées. Et enfin,
nous concluerons et envisagerons les futures évolutions de cette technique.

Lces critéres seront développés dans la section 3



2 Notre méthode

2.1 Rappel sur les droites standard 2D

La discrétisation dans le modéle standard (cf. Andres [And00] et [And02]) de la droite continue az + by + ¢ = 0,
avec a > 0, est I’ensemble des points (ou pixels) vérifiant la double inéquation suivante :

|al + [b]

5 (épaisseur arithmétique)

—w<ar+by+c<w aveC w =

Ce qui permet de décrire et de manipuler analytiquement une droite standard.

2.2 Les bases de I’algorithme

Notre méthode de vectorisation d’une courbe discréte consiste a choisir un point de la courbe (une extrémité si
celle-ci n’est pas fermée), reconnaitre un premier segment et a répéter le processus avec le reste de la courbe.

Parmi les algorithmes de reconnaissance de segments discrets existants, nous avons choisi d’utiliser celui de J. Vit-
tone [Vit99]. Etant originellement prévu pour reconnaitre un autre type de droites, les droites naives (8—connexes),
nous I’avons adapté au cas standard (4—connexité). Ce choix n’est pas le fruit du hasard puisque cet algorithme
a I’énorme avantage de donner toutes les solutions. C’est-a-dire qu’a partir d’un segment discret, on obtient I’en-
semble de toutes les droites réelles qui, discrétisées sur cet intervalle, coincident parfaitement avec le segment
discret de départ. De fait, on peut interpréter cet ensemble de solutions comme une classe d’équivalence. Celle-
ci est obtenue sous la forme d’un polygone convexe a trois ou quatre sommets (cf. [ML93]), dans I’espace des
paramétres («, 8), qu’on nommera P.

Dans d’espace P, une droite d’équation y = ax + [ est représentée par un point de coordonnées («, 3). C’est
ainsi qu’on fait correspondre & un polygone a trois (resp. quatre) sommets de P, trois (resp. quatre) droites dans
I’espace “classique”, qu’on appellera C. Dans une premiére approche, la solution choisie sera la droite médiane
solution, i.e. la droite passant au centre de I’ensemble de solutions. La figure 2 illustre les cing formes générales
que peut prendre le polygone solution dans P, leur correspondance dans C, ainsi que la droite médiane solution.
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F1G. 2 — Les cinq formes possibles de I’ensemble de solutions et la solution choisie dans chaque cas.

La figure 3 montre un exemple complet de reconnaissance avec cet algorithme. En figure 3 a., on peut voir le
segment discret a reconnaitre. Une fois I’algorithme déroulé, on obtient un ensemble de triplets d’entiers :

{(27 _174)7 (47 _576)7 (47 _376)7 (67 _77 8)}

A chaque triplet (a, b, ¢) on fait correspondre un point (2, %) dans P et une droite axz — cy + b =0 dansC.Ona

ainsi une correspondance 1—1 entre un point dans P et une droite dans C. D’ou, le polygone solution (en figure 3 b.)
défini par les points suivants : {(3,—1), (3,—2),(3,-3), (2, —I)}. On peut également observer I’ensemble des

solutions représentée par quatre droites (en figure 3 c.), I’ensemble étant en fait I’enveloppe convexe de ces quatre
droites.
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Fi1G. 3 — Résultat de I’algorithme de Vittone sur un segment.

Ensuite, une fois le segment reconnu, on sélectionne la droite médiane solution dans sa classe d’équivalence (en
figure 3 d.) et on en déduit enfin les coordonnées des sommets réels (en figure 3 e.).

Dans le cas d’un segment isolé, on prend comme extrémités du segment réel, deux points de la droite solution
appartenant chacun a un pixel extrémité, et dans le cas d’une ligne polygonale, on prend le point d’intersection
des deux droites réelles obtenues successivement. Mais dans ce dernier cas, le point d’intersection n’appartient pas
toujours a la courbe discréte, comme nous allons le voir.

La figure 4 montre le cas de figure le plus simple. On a reconnu deux segments discrets sy, et si4+1 ayant un pixel
en commun et les droites solutions retenues s’intersectent dans ce pixel commun. I suffit donc de prendre ce point
d’intersection comme fin du premier segment réel et comme début du second.
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F1G. 4 — Intersection triviale.

Mais on peut trés bien étre dans un cas ou les droites s’intersectent a I’extérieur de ce pixel (cf. Fig. 5), voire ne
s’intersectent pas du tout (cf. Fig. 6). Dans ces derniers cas, on est contraint d’ajouter un petit segment pour joindre
les extrémités des deux segments réels. On appelle un tel segment un joint.
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F1G. 5 — Intersection hors du pixel commun aux deux segments = ajout d’un joint.



F1G. 6 — Intersection hors du pixel commun aux deux segments ou aucune intersection = ajout d’un joint.

En itérant ces opérations de base sur toute la longueur de la courbe, on obtient au final une ligne polygonale
continue correspondant a I’objet discret initial.

Nous allons maintenant présenter I’algorithme global de reconnaissance, mais auparavant, introduisons quelques
notations.

Notations :

Soit une suite ordonnée de n pixels p; ...p, représentant un segment discret sy, on note s, = [p1,pn] (avec
k > 0). On note également d;, la droite réelle choisie comme solution Euclidienne de sj. Et on note enfin ry le
segment réel solution, porté par dj, et dont les extrémités appartiennent respectivement a p; et py,.

2.3 Premiére version de I’algorithme

Initialisation :
- au départ, on a une courbe discréte, représentée par une suite ordonnée de n pixels : p1 ...p,

Etape 1 : Reconnaissance
- on note le segment courant s, (au début £ = 1)
- on note le pixel courant p; (au début i = 2)
- on utilise I’algorithme de J. Vittone pour reconnaitre un segment discret :
e on injecte le pixel p; dans s,
e si s, ainsi augmenté est toujours un segment discret, on continue : ¢ =4 + 1
e sinon s, S’arréte en p; 1 et ce pixel devient le point de départ du nouveau segment : i =4 — 1 et
k=k+1
- jusqu’au dernier pixel (1 = n)
- la courbe est alors entiérement reconnue et polygonalisée en k segments discrets, chacun associé a une
classe d’équivalence représentant toutes les solutions continues valides

Etape 2 : Reconstruction
- pour chacune de ces classes d’équivalence, on prend la droite médiane solution de I’ensemble dy,
- il reste a construire les segments réels ry, portés par les droites dy,
- pour cela, on commence par fixer la premiéere extrémité du premier segment réel »; en prenant un point de
dy appartenant a p; (le premier pixel de la courbe)
- puis, on commence une boucle sur I’ensemble des droites dj, trouvées précédemment :
e on regarde si dy, et di1 S’intersectent bien dans le pixel commun aux deux segments sy, et sg+1
e si tel est le cas, ce point d’intersection devient la seconde extrémité de r, et la premiere de 7441
e sinon (intersection a I’extérieur ou aucune intersection), on crée un petit joint et dans ce cas, la sec-
onde extrémité de r, est le premier sommet du joint et la premiére extrémité de ryy; est le
second sommet du joint
- on a alors une suite de segments réels r, (décrits chacun par deux points réels) formant ainsi une ligne
polygonale, fermée ou non, et dont la discrétisation standard coincide parfaitement avec 1’objet discret de
départ

3 Améliorations de I’algorithme

La méthode de base marche bien mais les résultats obtenus ne sont pas toujours de trés bonne qualité “visuelle”. On
obtient en particulier des lignes polygonales “tres brisées” (cf. Fig. 6). Voici plusieurs améliorations pour pallier a



ce type de probléme.
e Jonction premier-dernier segment : (amélioration de la reconnaissance)

Un premier probléme apparait dans le cas ou I’objet discret est fermé, quand le premier point de la reconnaissance
se situe au milieu d’un segment discret. Dans ce cas, apres la reconnaissance, le premier et le dernier segment
auraient pu étre fusionnés en un seul. D’ou une premiére amélioration de notre méthode qui consiste a essayer de
prolonger la reconnaissance du dernier segment de la courbe avec les premiers pixels de la courbe.

e Retrait systématique du dernier pixel reconnu : (amélioration de la reconnaissance)

Pour le moment, lors de la reconnaissance d’un segment discret, on essaye d’aller le plus loin possible, i.e. on
décide que la fin du segment n’est atteinte que lorsque le dernier pixel trouvé ne peut plus s’y ajouter. Cependant,
une telle régle entraine des configurations peu esthétiques comme illustré sur la figure 7.

dernier pixel reconnu pour le premier segment

{ " point de départ de la reconnaissance

objet discret forme attendue forme effectivement
a reconnaitre obtenue

F1G. 7 — Probléeme de la reconnaissance maximale.
C’est pourquoi, on peut décider de retirer systématiquement le dernier pixel de chaque segment reconnu. Mais

cette nouvelle régle a un autre défaut : elle rend la reconnaissance encore plus dépendante du sens de parcours de
la courbe discréte (cf. Fig. 8). D’ou I’amélioration décrite ci-apres.

. point de départ de la reconnaissance

objet discret reconnaissance reconnaissance dans
a reconnaitre dans un sens I’autre sens

F1G. 8 — Probléme du retrait systématique du dernier pixel reconnu.

e Points de rebroussement et retrait intelligent : (amélioration de la reconnaissance)

Un point de rebroussement, au sens mathématique, est un point d’une courbe ou celle-ci admet deux tangentes
distinctes a gauche et a droite de ce point. Nous allons introduire la notion de point de rebroussement discret
définie ainsi : un point d’une courbe discréte est un point de rebroussement discret si le segment constitué de ce
point, des deux points précédents et des deux points suivants, n’est pas un segment discret (cf. Fig. 9). De fait, un
tel point ne peut pas se situer en plein milieu d’un segment, mais seulement a une extrémité (a un pixel pres). Et
donc, si on repére ces points sur une courbe, on s apercoit qu’ils se trouvent systématiquement a la jonction de
deux segments discrets. On peut donc les utiliser comme des sorte d’“aimants” destinés a étre en priorité des points
de départ et de fin de segments.

I [[]points de rebroussement

F1G. 9 — Exemple de points de rebroussement sur deux courbes.

Le code de Freeman du voisinage d’un point nous permet de déterminer trés simplement si ce point est un point de
rebroussement discret (cf. Fig. 10).
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F1G. 10 — Détermination des points de rebroussement.

Utilisation des points de rebroussement :
Lors de la reconnaissance d’un segment s, on peut maintenant choisir de garder ou non le dernier pixel trouvé p;,
selon les trois cas de figure suivants :
e p; est un point de rebroussement : s, S’arréte sur p;,
e p;_1 est un point de rebroussement : sy, s’arréte sur p;_1, afin de mieux “coller” a I’allure globale de la courbe,
e p;11 est un point de rebroussement : s s’arréte sur p;_ ; en effet, par définition, un segment discret ne
pouvant contenir un point de rebroussement qu’a une de ses extrémités (a un pixel pres), si sy finit en p;, le
prochain segment aura une longueur maximale de trois pixels et de maniére générale, les segments trop courts
correspondent assez peu au résultat souhaité,
e dans tous les autres cas : s, S’arréte sur p;.

Les points de rebroussement permettent de régler le cas de la figure 11 ol on voit trés bien que si les deux courbes
réelles correspondent bien & la courbe discréte, la premiére est plus pertinente.

F1G. 11 — Plusieurs courbes réelles correspondent a une méme courbe discréte.

De plus, pour s’assurer de respecter I’allure générale de la courbe et éviter le cas illustré par la figure 12, on peut
maintenant décider de ne commencer la reconnaissance que sur un point de rebroussement (dans le cas d’une
courbe fermée).

point de départ de la reconnaissance

*) sens de parcours pour la reconnaissance

F1G. 12 — La méme courbe discréte, reconnue en partant de deux points différents.

o Elargissement de la zone possible d’intersection : (amélioration de la reconstruction)

Jusqu’a maintenant, si le point d’intersection des deux droites continues se situait en dehors du sommet discret,
nous ajoutions un joint. Or, on s’aperc¢oit que si I’intersection se situe dans I’un des deux pixels voisins (nous tra-
vaillons en 4—connexité), on peut également conserver ce point d’intersection comme extrémité du futur segment
réel.



Preuve :

Prenons deux segments s; et so ayant le pixel p; en commun, avec p; | appartenanta s; et p; 1 a s2. Nommons
dy et do les deux droites réelles solutions de la reconnaissance, telles que d; et ds sont sécantes en I. Les deux
cas étant symétriques, nous allons considérer que le point d’intersection I se situe a I’intérieur du pixel p;y1
(cf. Fig. 13). Puisque p; 1 appartient a s», si le segment réel correspondant a s» débute en I, on perd juste le pixel
p; par rapport au segment discret reconnu. Cependant, la droite d; passe par p;11 (puisqu’elle y intersecte ds). Ce
qui impligue qu’en fait, on peut prolonger le segment discret s; jusqu’en p;,1. Et donc, p; 1 devient le nouveau
pixel commun aux deux segments discrets.

. A 1152
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F1G. 13 — Intersection dans un pixel voisin du pixel commun aux deux segments discrets.

e Reconnaissance inverse : (amélioration de la reconstruction)

On peut éviter I’ajout de certains joints en effectuant, a certains endroits, une reconnaissance de Vittone dans le
Sens opposé au parcours choisi pour la reconnaissance.

Exemple :

Soient deux segments discrets s; et s». Apres la reconnaissance, on connait leurs pixels extrémes : s; = [pq, Ds)
et s2 = [ps, pc]- On a également obtenu deux droites d; et dy ne s’intersectant ni dans py, ni dans p,_1, ni dans
pu+1 (cas précédent). On devrait donc avoir un joint. Mais on peut éventuellement I’éviter. 1l suffit de tenter une
reconnaissance en sens inverse entre les pixels p. et p,.

Appelons sf, le nouveau segment discret obtenu, p, le pixel ou s’est arrétée la nouvelle reconnaissance, avec
a < d < b(onadonc s2 = [pg,pc]), et d} la droite solution correspondante. On a alors deux cas. Soit la
reconnaissance s’est & nouveau arrétée sur p, = pq et le joint est alors inévitable puisque d) = d.. Soit la
reconnaissance est allée au-dela de p; (cf. Fig. 14) et on pourra éviter le joint si d; et d}, s’intersectent dans I’un
des pixels de [pq, ps]. En effet, on constate que les pixels situés entre p4 et p, appartiennent tous aux deux segments
discrets [p,, ps] €t [p4, pc] puisque ces deux segments se chevauchent. Donc, si la nouvelle intersection se situe dans
cet intervalle, on peut prendre ce point comme sommet commun aux deux segments réels.
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F1G. 14 — Elimination d’un joint grace a une seconde reconnaissance.

e Adoucissement des joints : (amélioration de la reconstruction)

Et enfin, quand le joint est inévitable, on peut quand méme s’arranger pour qu’il s’intégre le mieux possible dans
la courbe, contrairement a ce que nous pouvons voir sur la figure 6. En effet, supposons qu’on a reconnu deux
segments discrets s = [pa, Ps] €t sk+1 = [Ps, Pe] €t qu’on soit obligé d’ajouter un joint entre ces segments car les
deux droites solutions dj, et di41 ne sont pas sécantes (cf. Fig. 15 a gauche). On aurait normalement un joint en
e, illustré sur la figure 15 au milieu.

Mais en fait, on peut construire un autre joint. Il suffit de prendre comme point de départ, I’intersection entre dy, et
le segment commun & p,—» et pp—1, €t comme point d’arrivée, I’intersection entre dy1 et le segment commun a
Do+1 €t ppya. 11 est évident que les deux segments réels ainsi obtenus décrivent les segments discrets [pq, pp—2] et
[Pb+2, pc]- Et de méme, le joint ainsi construit décrit les trois pixels manquants, & savoir [py_1, Pp-t1]-
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F1G. 15— Cas d’un ajout de joint inévitable.

Ces six points constituent de bonnes améliorations de I’algorithme précédent qui peut alors étre réécrit comme
suit.

3.1 L’algorithme amélioré

Initialisation :
- au départ, on a une courbe discréte, représentée par une suite ordonnée de n pixels : p; - ..p,

Etape 0 : Rercherche des points de rebroussement
- on répertorie les points de rebroussement de la courbe (cf. Fig. 10).

Etape 1 : Reconnaissance
- on note le segment courant sy, (au début &k = 1)
- on note le pixel courant p; (au débuti = 2)
- on utilise I’algorithme de J. Vittone pour reconnaitre un segment discret :
e on injecte le pixel p; dans s,
e Si sy, ainsi augmenté est toujours un segment discret, on continue : ¢ = ¢ + 1
e sinon sy S’arréte en p; 1 et en appliquant la régle établie précédemment, soit p; 1, Soit p; o devient
le point de départ du nouveau segment:i =i—1(oui =i —2)etk=k+1
- jusqu’au dernier pixel (1 = n)
- si la courbe est fermée, alors on poursuit la reconnaissance jusqu’au prochain point de rebroussement et on
fusionne éventuellement le dernier et le premier segment
- la courbe est alors entiérement reconnue et polygonalisée en k segments discrets, chacun associé a une
classe d’équivalence représentant toutes les solutions continues valides

Etape 2 : Reconstruction
- pour chacune de ces classes d’équivalence, on prend la droite médiane solution de I’ensemble dy,
- il reste a construire les segments réels rj portés par les droites dy,
- pour cela, on commence par fixer la premiére extrémité du premier segment réel 1 en prenant un point de
dy appartenant a p; (le premier pixel de la courbe)
- puis, on commence une boucle sur I’ensemble des droites dj, trouvées précédemment :
e on regarde si dj, (segment s = [pa, ps]) et dx+1 (SegMent sk+1 = [ps,pc]) S’intersectent bien dans
Db, Pp—1 OU Ppy1
e si tel est le cas*, ce point d’intersection devient la seconde extrémité de r, et la premiere de rg 41
e sinon (intersection a I’extérieur ou aucune intersection), on refait une reconnaissance entre p. et p,
et on a deux cas :
> on a toujours les deux mémes segments sy, et si+1, le joint est inévitable, et dans ce cas, la sec-
onde extrémité de r est le premier sommet du joint et la premiére extrémité de rgy, est
le second sommet du joint
> sk41 a eté allongé et I’intersection entre dy, et la nouvelle droite solution permet d’éviter le joint ;
on retombe alors dans le cas normal (cf. %)
- on a alors une suite de segments réels r (décrits chacun par deux points réels) formant ainsi une ligne
polygonale, fermée ou non, et dont la discrétisation standard coincide parfaitement avec 1’objet discret de
départ




4 Conclusion

4.1 Résultats

L’algorithme présenté ici répond en partie a nos attentes, a savoir, il permet d’obtenir une courbe continue a partir
d’une courbe discréte standard 2D et la courbe réelle ainsi obtenue peut étre discrétisée pour obtenir de nouveau
la courbe discréte. De plus, I’allure générale de la courbe calculée correspond relativement bien a notre intuition.
Cependant, méme si nous avons optimisé la reconnaissance, notamment grace aux points de rebroussement, cette
méthode est encore un peu dépendante du point de départ de la reconnaissance et du sens de parcours.

La figure 16 montre deux exemples obtenus en affichant sur une méme courbe discréte, les différentes courbes
réelles obtenues en faisant varier le point de départ de la reconnaissance.

F1G. 16 — En haut, résultats obtenus avec la premiére version de I’algorithme, en bas, avec la version actuelle. En
foncé, les points de rebroussement.

4.2 Perspectives

Le travail est loin d’étre terminé et plusieurs améliorations peuvent encore étre apportées.

Dans un premier temps, nous allons regarder du c6té des points de rebroussement. En effet, si nous trouvons
plusieurs points de rebroussement consécutifs, cela “déconcerte” I’algorithme de reconnaissance; il faudrait donc
en éliminer. A I’inverse, peut-étre faut-il ajouter de nouveaux points de rebroussement la ol, manifestement, il y
aura une jonction entre deux segments mais ou le critére de détection n’est pas rempli.

Ensuite, nous envisageons d’adapter notre algorithme a divers domaines applicatifs, et notamment a la segmenta-
tion d’images ou on doit reconnaitre plusieurs régions différentes. Le probléme surviendra lorsque deux régions
auront une frontiere commune, puisque pour le moment, la reconnaissance n’est pas unique.

Et enfin, une fois cette méthode éprouvée sur le cas 2D, il est prévu de I’adapter au cas 3D.
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