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Résumé des épisodes précédents
| 4
| 4
| 4
| 4
>

intégration numérique ...

transformations,
intersections + accélérations,
matiéres,

algorithme générique,

éclairage direct : principes.
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Rappel : éclairage direct

oqudA

Lo(p, o) = / Li(p, q)V(p, 9)f:(q, p, 0) cos
qEAL

intégration stochastique :

les échantillons g sont choisis aléatoirement a la surface de la
source :

os 6

rk

QkA

N
NZ (. 3) V(p. 4k, (g, p, 0) cos 0=
k=1

moyenne des valeurs de la fonction intégrée pour les N échantillons
aléatoires (uniformes, pdf(q) = %).
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Intégration numérique

de maniere générale :

= /XED F(x)dp

estimateur Monte Carlo :

D N
I:NkZ:lf(xk)

avec x variable aléatoire uniforme.
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Intégration numérique : pourquoi ca marche ?

basé sur I'espérance (probabilités) :
espérance de x, noté

1
E(x)=—=) xk
N=
espérance de f(x), noté
1N
E(F()) = % > (%)
k=1

avec x variable aléatoire uniforme.
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Exemple
Densité de probabilité
Echantillonnage préférentiel

Intégration numérique : comment ca marche ?

espérance de f(x) :

avec x variable aléatoire "décrite” par pdf(x), une densité de
probabilité. pdf(x) = J, pour une variable aléatoire uniforme.
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Exemple
Densité de probabilité
Echantillonnage préférentiel

Intégration numérique : comment ca marche ?

on veut calculer : [ = [ f(x)dp
et I'espérance de f(x) : E(f(x)) = [,cp f(x)pdf(x)dp ...

posons g(x) = f(x)/pdf(x) :

E(e() = [ eCopdf(xpdn = [ pf,f;)x) pdf (x)dju = |

1 1L f(x
E(e() =y 2 el) =y 3 L~
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Esperance

Densité de probabilité
Echantillonnage préférentiel

Intégration numérique : exemple

éclairage direct :
on veut connaitre : /= [, Li(p,q)(...)dA,

a la place on calcule : J = fquL %dA,

= E(J) = / Lilp-a)C-) e g)da

gea,  PAf(q)

et pdf(q) = %, les échantillons g sont tirés uniformément a la
surface de la source.
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Esperance
Exemple

Echantillonnage préférentiel

Densité de probabilité et probabilité

définition :

P(x < b) = /b pdf (t)dt

—00

b
P(a < x < b) = P(x < b) — Px < ) = / pdf ()dt

a

ou P est la probabilité de la variable aléatoire x, et pdf(x) est sa
dérivée, la densité de probabilité de x.

remarque :

I'équivalent discret d'une densité de probabilité est un
histogramme.
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Esperance
Exemple

Echantillonnage préférentiel

Densité de probabilité

proprietés :

/ pdf(t

pdf(t) > 0, pour tout t

> pour une variable aléatoire uniforme x, pdf(x) = constante,
pas de préférences dans le choix des valeurs.

» sinon, pdf(x) prends une valeur plus importante pour indiquer
les valeurs " préférées”.
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Esperance
Exemple
Densité de probabilité

Echantillonnage préférentiel (notions)

en choisissant " judicieusement” la pdf, on peut simplifier une
partie des calculs ...

exemple :

Lo(p,8) = [Q Li(p, &)V (p, trace(p, ©))f,(J, p, G) cos fdw
wel);
1Y Li(p,@k) V(p, trace(p, Jk))fr (D, p, 0) cos by

N &~ pdf (i)

et si pdf (&) o cosb ou f,(J, p, 3)?
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Convergence

Variance

Réduction de variance
Générer des échantillons

Monte Carlo

résumé :

I = / f(x)du
XED
N Z pdf Xk)

-~
|

avec x variable aléatoire de densité pdf(x).

et alors ?
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Convergence

Variance

Réduction de variance
Générer des échantillons

Monte Carlo

I'estimateur | n’est qu'une approximation de / :

» quelle est sa qualité 7

» comment |'améliorer ?
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Variance
Réduction de variance
Générer des échantillons

Convergence

on peut montrer que | converge vers [ en O(VN).

conclusion :
pour une solution 2 fois plus précise, il faut 4 fois plus
d’'échantillons.
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Convergence

Réduction de variance
Générer des échantillons

Variance

on mesure la qualité de / en estimant sa variance :

V(x) = E(Ix — E(x)]?) = E(x®) — [E(x)]”

plus la variance est importante, plus il y a de bruit dans les images.
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Convergence

Réduction de variance
Générer des échantillons

Exemple :
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Convergence

Réduction de variance
Générer des échantillons

Exemple :
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Convergence

Réduction de variance
Générer des échantillons

Faire mieux ...

2 solutions :

» augmenter le nombre d'échantillons,

» réduire la variance, sans augmenter le nombre d'échantillons ?
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Convergence
Variance

Générer des échantillons

Réduction de variance

intuition :

pour N échantillons, la qualité de i dépend de la maniére de
choisir les échantillons ...

c'est a dire de la densité de x : pdf(x).

mieux choisir les échantillons :

» solution de base : pdf(x) = constante,

» meilleure solution : choisir une pdf (a peu pres)
proportionnelle a la fonction intégrée ?
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Convergence
Variance

Générer des échantillons

Choisir une pdf

choisir une pdf (a peu pres) proportionnelle :

1
7Li 3 Jk)V 7t ’ J fr J s M 0 0
pdf (1) (p, @k)V(p, trace(p, bx))f (&, p, G) cos Oy

Li(p, @) ?
V(p, trace(p,@)) 7
(&, p,0) ?

cosf ?

vV vVv.v.v Yy

le produit des 4 7
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Convergence
Variance

Générer des échantillons

Choisir une pdf

>
>
>
| 4
>
>

i(p,
V(p, trace(p,w)) : valeur binaire, trop imprévisible,
L,(p, )= V(p,...): plus intéressant, mais imprévisible,
f(&, p, 8) : connaissant 0, se réduit a ky + ko - cos™ 6y,
cosé’ : Ie plus simple,

le produit des 4 : le plus compliqué, mais serait le plus
efficace.
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Convergence
Variance

Générer des échantillons

Utiliser cos @ comme pdf

» la pdf doit étre positive, pour les valeurs utilisées,

» la pdf doit étre normalisée, pour les valeurs utilisées :

/ pdf (J)dw =1
BEQ

cos @) est bien positif pour 0 < 6 < /2,
constante de normalisation k telle que :

1
/ cosfdw =1
k Jsea
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Convergence
Variance

Générer des échantillons

Utiliser cos @ comme pdf

k = / cos Odw
JeN

en coordonnées polaires (0, ¢) on a : dw = sin0dfd¢
d'ou :

27 /2
k:/ do cosfsinfdf =«
=0 0=0

. cosf cosd
pf(é) = == ==~

cf. " Global lllumination Compendium”, eq 30, 35.
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Convergence
Variance

Générer des échantillons

Utiliser cos” 8 comme pdf

méme démarche :

> cos™ 6 est bien positif pour 0 < 6 < 7/2,

> k= [, cos” fdw = —,311

m
1
pdf (&) = cosk b m2+ cos™ 6
m

cf. " Global lllumination Compendium”, eq 30, 36.
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Convergence
Variance

Générer des échantillons

et alors 7

Se|0n |a pdf ChOiSie, on peut Sill|p|ifier au moins un terme :
! L( J )V( t ( J ))f(_‘ _’) 0

(p, @ , trace(p, @ Dk, p, 0) COS
)jf(—»k) i\P, Wk p P, Wk))Tr\Wk, P k

avec pdf (&Jx) = cosf/m :

mwLi(p,dk)V (p, trace(p, &k))f (S, p, 0)

générer des échantillons (des directions) &y o cosf/m ?
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Convergence
Variance
Réduction de variance

Générer des échantillons

générer des directions :

» générer des nombres aléatoires uniformes entre 0 et 1 :
ui, uz, ...

» transformation en direction uniforme ?

» transformation en direction suivant une pdf ?

cf. drand48()
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Convergence
Variance
Réduction de variance

Exemple : cas uniforme sur I'(hemi) sphere.

dans quel espace / repére travailler 7

» avec (0,¢) ?
» directement avec (x,y,z) ?

X sin 6 cos ¢
y | = sinfsing
z cosf

est-ce que (6 = u1, ¢ = up) donne une direction uniforme sur
I'hemisphere (pdf (&) = 1/27) ?
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regulier

[ejejejajolelofeNo)
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Convergence
Variance
Réduction de variance

Exemple :

uniforme
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Convergence
Variance
Réduction de variance

Inversion de la fonction de répartition (notions)

comment déformer / transformer les valeurs aléatoires uniformes
uy, up, etc. pour obtenir la pdf voulue ?

exemple discret :

» 4 valeurs possibles, p1, p2, p3, pa, définissent la pdf,
» probabilité de choisir p1, p2, p3, pa ?

application directe de la définition : P(x < b) = fob pdf (t)dt.
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Exemple :
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Convergence
Variance
Réduction de variance

Inversion de la fonction de répartition (notions)

» tirage d'un nombre aléatoire uniforme entre 0 et 1,

» trouver la valeur p; correspondante.
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Convergence
Variance
Réduction de variance

Inversion de la fonction de répartition (notions)

algorithme :

» construire la fonction de répartition, P, en utilisant toutes les
valeurs p; (+ normaliser P),

» déterminer x; = P~1(uy) :

» chercher la valeur de P telle que P(x;) < u1 < P(xj+1)

remarque :

algorithme correct en dimension 2, 3, etc..
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Convergence
Variance
Réduction de variance

Inversion de la fonction de répartition (notions)

dans certains cas :

» calcul direct de P 1,

» déterminer comment transformer les u; pour " produire” des
échantillons avec la pdf voulue.

cf. " Global lllumination Compendium” eq. 30, 35, 36 ...
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Réduction de variance

Convergence
Variance
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Exemple :

(m+1)/2pi cos™m theta
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Convergence
Variance

Réduction de variance
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Exemple :

(m+1)/2pi cos™m theta
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Convergence
Variance
Réduction de variance

m—+1
27

Exemple : cos™ 6, pour m =8

(m+1)/2pi cos™m theta

J.C. lehl



Convergence
Variance
Réduction de variance

Exemple : '"2—+1 cos™ 6, pour m = 16

(m+1)/2pi cos™m theta
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Convergence
Variance
Réduction de variance

et alors 7

> préférer les pdf avec une inversion directe,

» sinon, générer plusieurs échantillons pour amortir le colit de
construction,

» ou, utiliser une autre méthode, sans coiit de construction ?
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Convergence
Variance
Réduction de variance

Tirage par rejet

appliquer Monte Carlo au tirage lui méme :

» choisir u; et v; : nombres aléatoires uniformes entre 0 et 1,
> si uj < pdf(vi):
» utiliser / renvoyer v;,

> sinon recommencer.

quelle efficacité (combien d'essais avant de valider le test) ?
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Convergence
Variance
Réduction de variance

Exemple : tirage par rejet d'une direction sur |'"hemisphére
| 4
| 4
| 4
| 4
| 4

remarque :

xj= drand48() * 2 -1

yi=drand48() * 2 -1

zj= drand43()

tant que Vector(x;, yi, z;).Length() > 1
renvoyer Vector(x;, yi, z;j).Normalize()

utilise un repere local : la normale est alignée sur I'axe z.

quelle modification pour une hemisphere quelconque ?
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Convergence
Variance
Réduction de variance

Exercice :

» comment appliquer ces 2 algorithmes a une brdf composée :
diffus + réfléchissant 7

» comment appliquer ces 2 algorithmes a un miroir / objet
transparent 7
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cos theta

k1 + k2 cos™m theta

Réduction de variance

Convergence
Variance
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brdf composée :

)

[ejejejlojojojajeia)

Exemple :
(dans le plan (6
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